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PREACH, 


Nous désirons, avant tout, expliqner pourquoi nous avons osé 
cevive un fives sur les fonctions elliptiques, sii peu de lemps 
apres ta publication due ‘Traité que Pon doit & Halphen. UW va 
sans dire que nous ntavons point le prétention de remplacer ou 
Pépaler Pasuyre de ce Maitre; eelle-ci est inacheydées mais la par- 


Lie qui reste incomplite, qui etait attendue aves impationce par 





eens quiaiment la Seienes pour elleméme et pany sa beaud 
propre, Wait pu avoir quan nombre restreint de lesteurs, que 
peuvent contenter, dns une certaine mesure, les beaus fragments 
publiés par Me Stieltjes : i} ne nous appartiont pas de compléter 
Pieuvee d'Uidphen, 

Clestan divre beaueoup plus dldmentiive que ous avons tenlé 
Weéertves ce sont les Ghudiauts de nos Macultés que nous avions en 
vie natsavons essayd de frire un divre qui se raceordil avec 
Ponseignentent qui leur est donndé; vils peuvent, apres nons avoir 
lus, traiter des applications faeiles et les pousser jusqiwan bout; 
ai quelqnesenns (Penbre cs eomplétent leurs connaissances dans 
te live d'Malphon, stils éludionten particulier les belles applica~ 
tions qui remplissent le second volume, stils se relrouvent suns 
pein daus les Horaeeln und Lehrsdise sum Gebrauche der 
eliplischen Hunetionen que M. Sehwara public Paprds les Ie- 


ins at des notations de M, Weierstrass, 8 ‘ls lisent les Mémoires 





fondumentaus d'Abel et de Tneebi, sils panétrent enfin dans la 
riche at almirable Hitérmare des fonctions elltpliques et premnent 
s recherches de Kronecker et de 





en particulier connaissance d 
M. Tarmite, noos auvons eotidrement atteint notre but. 


VI PRiback, 


nous reste a faire connattee Pordre que nous avons suivi. 

Nous avons réani dans ane dedrodvetion les éldinents de ta 
théovie des series ct des produits iatinis quittous ond para incdis- 
pensubles. Les propositions fordamentales de da théarie des fone 
lions Pune variable tmaginaire qui se déduisent de la considera 
tion des indégeales prises entre des dinites Hp IFES, propositions 
dont nous ferons largement usage, ont ote, dans cette: Introduce 


lion, systomtiquement leisstes de ait: elles seat, depuis Langs 





lemps, tuserites dans le programme dela diewnee és Setences 
mathdialiques; etles sant partont tres bien onscipaces et sant 
développées uhins Wexcellouts livres, qui sant bien eonmuas. On 


insisle souvent moins sar le ele qe joucnt, dang be théovie des 





fonclious, les sdéries omlaundes suivant bes Pilissoniees entices de 
he variable, bien que Cauchy aitonis pleimeaent ee edte en dae 


miére (1), [nous huparhait surtout ex poser aver detail dqaclqaes 





uns des résultats essentiols oltenus par AL Weilevstrinis. Cette 
Introduetion, rots esperans qplie: heaneoup le Hos lecteur: pends 
vont se dispenser de la live cu entiers uiaia si, duis da sttite, iby 
ont quelque inquidtiule sur bi rigueas de certiines chdmenstvations 
vt transformations, ils pourront y recourin, 

Nous titrodaisous inmeddiadement la fanetion ate seus forme 
tle produit infiai, Gette vate direete, qra est celle de Mi. Weider 
Slniss, mots a pen uaturelle ef faeile dias Metat qetved ake Pen 
sdiguement. Les praprittés essenticlles de cette fonctinar er de 
celles quien dévivent sont. développeées dani le pocaent yohunae, 
Lat volume suivant contiondea le theorie des fonctions [3 et log 
théorémes géndrauy sur les fonctions donblemwndt prriadiqes, 
ddédaits pour ta plupart de le proposition eelthes de ML. Ubersite 
sur la décomposition en tléments sitiples. (LD teeminera ee yu me 
rapporteau Cateud digdrentiel, Nous es poserots dis be'Poane LE 
le probleme de Vinversion, bis theories vf hes proertilés (ui non 


cernent Cintéeration, Malin, dias be devniee Value, nons deve 


(1) Wey a léja longtemps que Me Merny a egies line Savon syolSviethpne 
das son Prreds MC dnedyse infinitisimete eo dann une saius dy hear Me vasives 


VIURFAGHS Vil 


Jopperous quelques upplicntions, (Pune nature dlémentaire, se 


rapporlint ioales dranehes divers: 





ts de tn Selene. 

Un des cniuis dela (héoric des fonctions elliptiques est dans 
Ja riehesse nthe des fortes quetle comporte et que le mémoire 
semble ineapable de diser, WH faut pouvoir renveyer a ces Formules 
eft des retrativer ficilements news avons adopld, pour les plus im- 
partanfes, iH aystiane de cmnmdérotige anquel nous prions le lee 
femede vaulaie bien s'aecoutomer, {les retrouvern toutes, avec 
lens intros, danse Tablean doot la premiére partie paraitra 
ala fin la Ceelea? différentied «ee 'Vubleau constituera comme 
unordéam cle da 'Phéorie ct dieilitern beaucoup, nous Pespdrons, 
ha Tew dare et Varscinpees he note Livre, 

Les natalia que noms avers iaopites aa début sont, saul 
quehypues Wieeres tnoditicntions sir lesquetles unis nous os plique- 
rons Tata Pheer, celles de ME Weierstrass | dais nous wavens 
jus ert devoir nous horner aes fonctions qu'il a tntroduites, Ges 
fonetions wel, elie part, tees propres a traiter de da fagon da 
plies stip he biaeoup Pappleations, bewuconp de celles, en par 
Helier, pik se riyporteat boda Céemeéteie et a be Mécanique, 
Pate parts elles ser prdéterd Leds hien, en raison méme de lo 
faeon avinetriquie chant les periods y fignrent, a Pexposition (un 
tte peranal anembire ale proprottes, yn peavent ere regarddes 
eam vtritahlemint ebouentiires. Hines at dane para quelles 
fatetitnabart ane execedient patat le dleqairt, Mais, un autre edté, 
Tien des praprittiog et des jlus iniparbartes, bunt en Alpehre 
yen Ari hanétique, iapparaiascn que loraqiwon xépare les pi 
diutee fortes eestent ciehiies HO ait lex peérindes: sont engagdes 
Whine igen astitirbpe, La ott Ruparte erty aépavation des pd- 
Hodes, lanterns pabitians reprenncat Vavantage, Nous avons 
thane: ecru dlewein bites care police ronsibirable & ees fonetions de 
Tacos, dear ent an die opateddos te jeureaient plus quan rile his- 
eardapunes gat Tan yeni te rile serait encore bean [ne funieait 
joss annie aia nndtipliond des hohitinns se Lroavall dtre dans 
la uatate dies hie et Til Fonyenait den changes: suiviaul les 


sposdinns qae Tras abradds. Ho semble daberd que ectle mullipli- 





vu 


cilé soit une géne et un ennui, if se peut qwelle soit ane ri 


chesse. Quoi quwil en soil, nous avons mix fous nos soins a bien 





expliquer comment fos diverses nolitions se raccordent: les unes 
guy aubres et A faeiliter ta lecture des principaas Mémoires et 
‘Vraitds, 

Crest le désiv Pane partiile syniétrie qui nous eeondaibs i éorive 
4) May Oy Hatt M. Weierstrass derit o, wa, Cette modi 
fication u'allére pas les fonctions diy ay at, ogy Tet elle: per 
mel de condenser singuliérement les formules et Pen derive auc 


seale lorsque, nutrement, if fant an device trois. Ge cluimpement 








présente quelque inconvenient (1) 2 le plus grand, a nos yeu, 





ost Pobliger & quelque alention be: lester qui veutea se reporter 


wos Marmela and Lehesdise (2) de M, Sehwar,, Gest an lecteur 





a juger si los raisons de symdtrie, qui mows ont décidds cf qui 
sont évideutes, Gliient assez fortes pour que nous teas pernis: 


sions de nous mettre mn peu en deésaecord ayes celle belle publi 





calian, qui présente, A tant Pegards, un enractire denitif : c'est 
aprés bien des hésiuidions que nous news sommes résalas vee 
Ieger changement. 


Davis, Jeon, ortabre aaa. 


Le tecteny qui vertant se berner a aie aperga de lit Chéovie et aequérir 
seulement los uations indispensables cary applications ¢louentadi ces 
fonctions elfiptiygues a lie Meranique, panera, dane le partic dy Galead diilt 
rentiel contenne dans en Volum, se dispenser de line dos ie od, FG, EE7, A1e 
eb stiredter a la tia dan’ 123. 


(') Made da ute ce tie page soe, 

(+) Voioi le titre dee Pavtition traagaii deen dteneil s Barasides rt puropiost: 
tions pour Complot des fonetions efliptiques, @apres des degans vt des nates 
auntaserites de db Ke Wedoextrnss, 
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INTRODUCTION. 


Pear eed 


CUAPTFRE T, 


DES SENTES WE PROBUS INEINES A TERMES CONSTANTS, 


I, -- Sérios ot produits infinis A simple ontrdéc. 


Lo Sialésigne ui nombre reel on onginaive, nous emploie- 
rons Pexpression tefedr absadne dea, que Von réserve d'ordinaive 
uneasottecest réed, avec de sens que Pon donne habitaetlement, 
dius hi théorie des nombres dnaginaires, ame mot aodede, quia, 
villeues, dio sipnifications diverses > cette valeny absolue sera dé. 


signée pie le symbole fe |, 





Nous supposons commis les propositions élémentaires relatives 
AW séries a termes réels ai inapimires, la notion de convergence 
absulue, lie possibile’ de changer Pordre des termes dans une 
strie abselmuent couvergente eb de grouper comme Pon veut les 
atrie, chaque groupe ne comprenint quan 
ss relatives & addition et a la 


lerties d'une pareille 








nombre fini de lemnes, eatin les rd 





onldipliention dus series. 
Teel Mee u 


2 ISTHORUETION, 


Nous désignerous par le symbole 


la samme (ine série convergente 
Hy by bee bg dee 


Nous auvons souvent A constlerer des suites de ferns: § 
Josqucls Vindice, qui sevtii istingner des termes, peat peed 
valunea eulidves prosédves, nutles ou iipadives sau tells a 
donnée quand on see domme he lad pat determine chaque te 





on fonetion de Cindice, 
entiollenent que les deus adries 





Sapposous ¢ 


ity dey dy bed el bene 


ed ae 


solent absolumenk eouvergenides; wows représenterony alor: 
Von on Pautee das symboles 


notw 
1 1 
» tls > the 


now " 


le nembre oblong en ajautant tes sommes de ces thats 
mal oncerc, si Pon veut, le semme de be sdrie 





at (ty ee Cd Cea bet ad pare Oty bad bey 


dont de (et PO" ferme est ey pas Qn pourrait Wii 
grouper tes teemes dune infinite’ dec manitias, 

Ona besoin quehyiefois Pexelare tle Tit STO Ce 
sienes termes de he stile, le teri egg piu cevenapiles pone rae 
alors des signes partiontives aie nan tadiqivanes pelos tare. 

UT pent étee utile de taire observer qae fa Ties dont ans 
pedeisd la siguifiention des prdvédiats symbales read ied 
quelques expressions dont Pusdgic est ecariait et dunt wens 
servirons nosing & Poerasien quiunl dies ae pooeraut : 
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aucune ambiguilé : dire que la série 


) an 


a 


est convergente on absolument conyergente semble inutile, puis- 
que, autrement, Pemploi du symbole serait illégitime : dire que 
calle série est divergente est cncore plus-incorrect. Dans ces fa- 
gous de parler, coe West pas Ala somme de la série qu'il faut pen- 
ser, mais uniquement a Ja lod de succession des termes de la strie. 
Pour que te langage ft irréprochable, il faudrait employer des 
mots dilférents. 


2. Nous allons donner maintenant les propositions élémen- 
laives relatives aux produits infinis ('). 
Considérous la suite infinie 


Lee ttyy Te ay eee, TR ny vee 
el posons 

Vig (1 ee) (Fa) ib ta) 
On aura dvidemment 


Py Pana = GaP as, 
Dy ee de dye dg Pye ag Pg-ee te a Pa, 
de sorte que, #2 grandissant indéfiniment, P, tendra ou non vers 
une limite suivant que la série 
Dele tye ag Pyare da Pant naa Py bee 
sera convergente ou non, eb celle limite, si elle existe, sera la 


somme de la série. 
Si cette série est convergente, le product infint 





Chote by) (1 la) (ie da) eee 


udoue tur sens et Pon pout lui donner pour valeur la somme de 





(*) On pent consulter sur ce sujet le Zrartd d’Analyse de Gauchy et le Mé- 
moire de M. Weierstrass + Ueber die Theorie der analytischen Functionen 
(@relie, 51); nous empruntons Uemplol de la série que nous nommons egui- 
galente VM, Mivlag-Leffler (Acta machematiea, tI, p. do). 


4 INTRODUCTION, : 


la série: celle série est dite dyafealente an produit infints ety, 
(yy vey Hay vee SONE Les fernies da produit ialimty bet ety 

Hedy ceey Pek ay or ene sont les facteurs, Tontofais, ‘din tle 
conserver aux produits infinis les propridhés essenticlles use 
sscrons pas it la notion de 


nombre limtlé de facteurs, nous ne dai 





produit jofind ta péndralité qui préedde, 





3. Avant de prde riser les restrictions qui yout élre apporteus a 
celle notion, considéeons le eas of chacun des termes ay est reed, 
positil ou nub, Les nombres Py, Pay oes Pay cee sont wlory post- 
tils ot an neains das Aas he série & termes positils, équivaleate 


au produit infini 


Cele tyele tg? ye ci ta Pa be ey 
ne pout Ole convergente que sila série 
tye yb rt gts 
est cHe-méme convergente, Réciproquement, si cette deraiére st 


vic est convergento, Py lend vers une limite quand 4 augments 
inddliniment, 

Hn effet, lorsque ¢augmente, Py ne peat quugenters alin ale 
prouver que Py ane Tinie pour 7 infin, il suflit dane de prouyer 
que P, reste Woujours tiféricur Aun nombre fixe. Ov iagineas 
quvon développe le produit 


(Ute tty) (le tg) (ll tty) 
et qu'on Péariva 


Lede Clg ed lg drach ttyl epg ded ad 


en posit 
Ag ct dye gles 


tty 
eben désignant par A la sonmme de du sdric convergente 
Mpeg be cb lp bees 


on voit dg suite que Pon a 





lode lt 
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cl la proposition est ainsi démontrée. Test 4 peine utile de dire 
que la série équivalente au produit infini, dans laquelle la somme 
des 2-1 premiers termes est égale A P,, est alors convergente. 
Ainsi, lorsque les nombres @,, @a, 66+) @ny ++. sont posilifs ou 
nuls, la condition néces 








aire et suffisante pour cue 
Pas (t-+ ay) (+ tg). (0 tn) 
ait, unc limite pour a infini est que la séric 
fhprb dg Ay wba 


soit conyergente, Sil en est ainsi, cette limite, qui est la valeur 
cu. produit infini 


(bk et) (Ue tg) (I a) vey 


se reprdsente par le symbole 


ic “bh tn). 





4, Fu supposant qu’on sce trouve dans les conditions précé- 
dentes, nous allons démontrer que la valour du produit infini est 
indépendante de Pordre de ses facteurs. 

Supposons, en effet, que, en rangeant dune fagon queleonque 
les Lormes (Lous positifs) do Ta suite 


yy ay veey Cy ves 


on oltienne la suite 


Dy, Day veey On veey 
eb sail 





P= | 


| AG te En) 


Le produit dautant de facteurs que Pon. youdra pris, chacun une 
fois, parmi les nombres 1 ay ow 1 t- b,, est inféricur & P; done 
le produit infini dont le 2"* factour est 1 -- by est convergent et 
sa valour ost au plus égale AD. D’autre part, si Von choisit arbi- 
trairement un nombre Q plus petit que P; on peut déterminer un 


6 INTRODUCTION, 
entier positif é tel que le produit 
(tele) (rteay). Geb ay) 
soil plus grand que QQ; sila suite 
Ay, by cae ye 
contient tous les termes de la suite 
py May eee he 
le produit 
Chi by) eta babes Gt had 
dépassera Qa done ha valeur du prodii) iafini 


(Ltd (tb bgt badiae 


dépasse Qs elle est done dyale iP. 


5, Supposons maintenant YU yy yy cy May oe SOT hss 





Hombres quelconqacs, réels au tmuginaiees > nous dines que be 


produit infini 
Cb CLD Cade ab ta dees 


esl absolument convergent, sila série 
Uyeb ty ler by dae 
est absolument canyergente, 


Nous allons wonteer que Te produit Py des a premiers factenrs 
Wan produit infiai absolument convergent tend vers ne Lnit: 
quand a augmente iadélininent. Cette limite, yuh est fia vale da 
produit iifiui, se vepréseute eucore pute be wy atales 


nese 
| Jou ta). 
eed 


Nous moutrarons, on outre, que cette valeme ite Heyeunt pas eb: 
lordve des facteurs ot quelle ne pel dire walle que at Mane ates 
facteurs est nal, Nous emploicrons Wailleaes, pour des produits 
infiuis comme pour los adrigsy les mémes expressiqns diver 
reeles (n° 1) consnorées par usage, 
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6. Paisons d’abord la remarque suivante : Si, dans un poly- 
nome entier en dy, a, ...; Ary A coefficients récls ct positifs, on 
remplace @), a, ..., dn par leurs valeurs absolues, on obtiendra 
la somme des valeurs absolues des termes de ce polynome, et 


ecllc somme sera supéricure ou égale a la yaleur absolue du po- 
lynome. Or le polynome 


TA + gate bh An 4 {Ago ay ae ny 


que Pon obtient en effectuant le développement de Py, a ses coef- 
ficients positifs: de méme, si m désigne un enticr plus grand 
que m, on voit de suite que le développement effectué de P» 
conlienl, oulve les termes qui figurent dans Py, autres lermes 4 
coefficients positifs; il en résulte que, si l'on regarde P,, — Py 
comme un polynome développé et réduit, les coefficients de ce 
polynome scront positifs. De 1A résultent les conséquences sui- 
vanes : 

Si Pon désigne en général par P!, le résultat obtenu cn rempla- 
cant, dans Pp, ai, Ga, +++) &n par leurs valeurs alsolues, on aura 


Pr2Z|Pel,  Pin—Pa2}Pm—Pal Ce >i 


il est & peine utile de dire que P,— Pi, est positif ou nul. Des 
inégalités analogues ont évidemment lieu, si Pon considére, 4 In 
place de Pris Py, des produils formés avec un.nombre fini de fac- 
lours pris dans le produit infini, mais qui ne sont pas les premiers 
facteurs de ce produit, pourva que la premiére expression con- 
Lienne tons les facteurs qui figurent dans la seconde. 

Geel posé, puisqu’on suppose convergente la série & termes po- 
sitifs ou nuls 


le produit infini, 4 termes positifs ou nuls, 


noe 


[ported 


n=l 


est convergent ; soit P’ 
pour n infini, & chaque nombre positif e correspond un enuier pu- 


8 INTRONvETTON, 


sili’ p, tel que Pou ait 


mB) 
sos les seules conditions 
Mowe py 


aon conclut, Papres la rere precedente, ey ates fos 
tienes conditions, ana 
My Py 


el, par comstauent, Py adinet tne finite Pore a tafini. eat da 


promisve des Proposttiuns AUnOnedes, 


T. Cette limite ost itaetpennstaantes ate Pardee ates faedenis, 
Supposous en oltig U area MADR CUTE Gated bes Fernpes ly 
ht suite Ty ay ee ay ey an ubtieine ta suite Ay, ts 


fay crc Lae produit infing 


wot 


Ser Cou verEeUE et pita pour valeuy Pye yi ddsianans on ROE 
pin te pradtit dee sea 2 premtions factenes et Per, de prndluit 
les 2 preniens fueteres du jeoduit infiad 


non 
He by), 
Hod 


produit infin qui est absoliment SUVETROT pabigiie he steiee 


» an 


ay 
est COHVETEEH LO, of dit iD fact auiver aue te valeur tot deade a 


celle da beoduit intiné 
Wow 
{ | (it nd, 
wed 


Maisie los eax prvaduits inliniy 


Mow Hee 


| I (1 bend), [Jo e TAaly 
Mest me 
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ont Ja méme valeur, on peul faire correspondere & chaque nombre 
positif © un enticr posilif p tel que l'on ait 


[Q—Pyl<e 


sous les seules conditions p> py y> p. Orsi Pon suppose p. assez 
grand pour que lous les facteurs qui figuvent dans Py figurent 
aussi dang Qu, on aura, (aprds une remarque antévicure, 
| On Py [-< Qn Py 
el, par suite, 
| Qu — Pyle. 
Sidone Von fait erottve py. indéfiniment, on aura, en désignant 
? ? D 
par Q Ta limite de Qp pour p infin, 


]Q—Py| 





el enfin, on faisant erotire y indéfiniment, 


{Q—P 





(est co qu'il Callait démontrer, 


8. LU reste enfin & prouver que, si lo série 
neve 
Y 
» lent 
Asad 


est convergente, le produit iufini 
nse 

Pox I i (t-te Gu) 
At 


ne pout dtre nul que si Pun de ses facteurs est uel, 
Supposons Vabord que Pon ait, quel que soit 7 
| ’ , 

etn] <5 


nous allons montror que P ne peat étre nul, On a, en effet, en 
conser vant loujours les mémes n olalions, 


Vee (py fy wea) oe): 
Pp, Dl ey T+ Gq I-k Gy /? 





1° INTHODUCTION. 


Paitleurs le produit infini 


now 
| ( thy ) 
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sont convergentes en idiac renmpsy puisqie le rapport des termes 
dhe rung ae dius ces dens stvies est [tet tn hy qpuantite qui it pour 
Jimite Punilé quand 2 angurente tndéliniment. OU résulte de Be qoe 
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une Himites par couséquent 1D, Land vers ane Vinite gad rest pats 
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» Jeu}. 


nod 


Si Pou suppose ae ay ona fviderment 
Pye (ig Leda )erGh bade hd Gavi (h t Pree re Ce 


Wot, en faismut graudiv ae indéfiniiment, 
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be peut avoir dautre limite que la valeur de ce dernier produit 
infini; on peut done, dans ce produit infini, grouper les facteurs 
comme il a été expliqué. D’ailleurs, puisque, dans un produit in- 
fini absolument convergent, on peut changer l’ordre des facteurs, 
on voit que le groupement des facteurs peut étre fait dime facon 
arbitraire, pourva que chaque groupe ne contienne qu’un nombre 
limité de facteurs. 


10. Ainsi les propriétés essentielles des produits d’un nombre 
limiié de facteurs se conservent dans les produits infinis absolu- 
ment convergents. [] n’en ost pas de méme des produits infinis qui 
ne sont pas absolument convergents. C'est pourquoi nous ne con- 
sidérerons ici que des produits infinis absolument convergents ct 
c'est LA Ja restriction que nous avons annoncée, 

Nous adopterons pour les produtis infinis absolument conver- 
gents des notations analogues a celles que nous avons adoptdes. 
pour les séries. Ainsi, si les deux séries 


Bo Ag ee Han Hh ee, 


(a ae ee 


sont absolument conyergentes, nous représenterons par le symbole 


{ (i+ ay) 


le produit des valeurs des deux produits infinis 


nme nz 


[poe []o+ens 
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on aura d'ailleurs 
now! 


. [Do en) = 0-0) PP le and 0a) 
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et Von pourrait adopter une infinité d'autres modes.d 
des facteurs, 


1h INTRODUCTION. 


Il. — Séries 4 double entrée. 
41. Nous avons considéré jusqu’ici des suites 
By Ayy ce nyt Ory 


de nombres qui dépendent uniquement d’un indice, chaque indice 

- indiquantle rang que le nombre qui en dépend oceupe dans la suite: 
nous allons maintenant considérer des ensembles infinis de nombres 
dont chacun dépend de deez indices; un quelconque de ces nom- 
bres sera représenté, par exemple, par fe symbole az,p, 4, 8 étant 
des nombres entiers. Donner un pareil ensemble, c’est donner la 
loi qui détermine un terme quelconque lorsque l'on connatt ses 
deux indices et leur ordre. On peut d’ailleurs supposer, sur les 
indices a, 8, qu’ils peuvent prendre indépendamment toutes les 
valeurs entitres et positives, on toutes les‘valeurs entidres posi- 
lives, nulles ou négatives; on peut aussi supposer que l’un d’evx 
ne prend qu'un nombre fini de valeurs, ou encore convenir d’ex- 
elure telles combinaisons d’indices que l’on voudra, d’aprés une 
loi avbitraire. 

Si Pon imagine un plan indéfini décomposé en carrés par des 
paralldles 4 deux axcs reclangulaires, distantes de l'unité de lon- 
gueur, de telle fagon, par exemple, que le centre de Pun des carrés 
soil 4 origine et que les coordonnées de tous les autres centres 
soicnl doux. quelconques: des nombres 0, £1, #2, 3, ...5 on 
peut inscrire chaque nombre cz,g dans celui des carrés dont le 
centre a pour abscisse & el pour ordonndée 8; on aura ainsi con- 
slitué un tableau & double enerée; des cases en nombre fini ou 
infini peuvent d'ailleurs rester vides. 


49, I convient tout d’abord de remarquer qu’un tableau A double 
entrée ne constilue pas quelque chose d’essentiellement distinct 
dune suite indéfinie de nombres rangés lindairement, ou dont 
chacun ne dépend que d’un indice ('). En dautres termes, étant 
donné un tableau & double entrée de nombres @%,g, on peul 
en vanger les éléments dans une suite lindaive b,, bey «6+ Ony ++ 





(‘) Gest la un cas particalier de propositions générales dévcloppées par 
M, Cantor. 
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PANTS. i 
de telle fagon quon puisse trouver pour chaque élément dap du 
tableau le Lemme fy qui lui est égal et réciproqnement, 
Considérons, en eflet, les divers systémes (1) non exelas de 
deus nombres entiers (2, 6); uous allans montrer won peut 
établir cutee ces systtaies eb les nombres entiers positifs 1, a, ..., 
Ay eee the corresponiinee telle que, a chaque systéme, corresponde 
un enter postal eho seal eb que, deliajae nombre entier positil, 


correspond: ins 





ses . wo a . 
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conditions est dile aadeogue eb réefprogue, Colle 
correspondance dablie, i suffira de convenir que Pon a 


ali by 


toutes tes fois que le systéme (a, (6) eb Pentior posilil a se cor 
respondent, pour avoiy Gansformé te tableau a double eatrdée en 
tne suite Hadaire, on la suite Hndaire en un tablean a double 
entree. 

Quant tht possibitite Pétablie ane tele correspondance, on ta 
meth en evidiner, ai Pon veut, comme il suit. 

Kasaynnt de ranger sar die meine ligne tous les systémes difte- 
rents non eselis, on conviende, par exemple, de plicer sue cette 
figs te syaltane (4) avant Ie systéme (a, Bf) si la somme dus 
valores absolues dea nombres a, 8 ext inféricure & Ja some tles 
vale ubsnltes dex uombves a, 8% il ne restera plas alors quit 
indies command re range sur cette Hynes cous des systéntes non 


oxchis pour tesquels la nmi: des valewrs absolues des nombres 





ypui des comipasent est Garten nombre cation posiil donnd N. 
Or ces syaltines sont ote nombre dvidemment fini, et Pon pourra 
adlopter pore bet ranger Celle lod que Pon vordra; en supposant, 
jane exemple, que Vor il 
Pepe dah dep cli 

ant patra conyenir de plicer le aystene (a BY avant te syslame 
(#4, ) si ta premiere les dierenien glen a, fo pti West pas 
wulle cil pusiilive. Dds dors tts les systties possililes sont mmges 


Cy Neus cnetematenes par avidin ite Hens tombs ensemble dé ces deny 
nombres, chocmbbe claws begial ab dak aie coniple ie ordre de ces nombres. 
Sade shears uanibres sent identiques oi hes eldanents th: ees xystimes 
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suablt celle cortespondaner et thest anatiiteste qquledte ced aat putin 
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mento; quid ae ie y 5, inddfint 
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nus dans chaque ligne hovizentale, puis la some 


de lonles ces somes particltes, On aural put atises Tica Catee be 
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dornidre série, on york de smite: que he série a deatble entree et 
convergenle, puree que Ta some Piatt dee teenies gai Pony 
voul, pris dans le tableau, ue peut abtqiiser Sp ature die sceie 


Cr ee 


ost forediment convergente, Sa soni vat dane egule iS, Papats 
Jo théordme qui vient d'étee demouted, 


13. Plagons-nous maintemut chai lend gvietad aft bec none 
bres ta, q sont quelconques, réels ou inaginaires, 

On diva que la série & double entrée, dant les termes sont ea tfin 
est cbsodument consergente, si la série A levines penitis ose nuda, 
dont Jes termes sont | dau], est convergent. 
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Supposons qu'il en soit ainsi; la série 
Dye betee eth byebee ey 


dlont des termes sont loujours les nombres @g,g rangés dans une 
suite linéaire, est alors absolument convergente, Désignons-en 
encore la somme par $, et soit S'la somme de la série A termes 
positifs ou nels 
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est absolument convergent, Hl reste ad prover que sa cami eat 
dgale AS, 
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tsk convergande, : 
Cour faite cormapondye des syatinied de railices enters (2) 
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ono 





a | 4] |B | se ae, 
m dtant un enter positif, Lléquation 


see ger at 


admeto ae-{ i solutions distinetes od a, gr sont des nombres en- 
Liers, pasitits on tuts 





pen Tenmib comple de ee qyiie les syslémes 
(a, 8), (- % &) ne sont distivels que sia est dilférent de zéro, on 
en dddiit que Péquation (1) admet 4a solutions distinetes. Ceci 
post, Ii suite Hindaire des quantilés (a, 8) sera formée en plagant 
Wabord les quatre systtnes pour lesyuels Jaf-t-|B | est dgal Aun, 
puis les lui systéanes pour lesquels ln mame quantile esl gale & 
deux, oj) de cette faenn, le tabla ad double entrée est remplace 
pane série lincnive a lermes posilifs ; cette dernidee § 


H ie sera 





HOHVErBOHTO OU div 





erent cae midme Cenps que la série dont on 
obtiont te ae!" terme eg en réunissant dans un imdme groupe lus 

jaf] | est dgal 
aon. Nana allons évaluee des limites supéricures: eb inférieures 
lr aye 





Am termes de la sdrie peunitive pour Tesqqe 





Ona 
dy a 
vorpal vga 5 Om VepB bare a ‘ be (2 
dy nn pt 





wi ae aay 
yon bey d 


désignons par gle plus petit des hombres positifs 





v 
4h 





ty ey 


i 


et par dete plas grat dea nombres 2, [pl vi on aura, en suppo~ 
sul 
Jafer | abes as 


eben remarquant que Pon des nonibres a, 8 esten valeur absolve 


' nt 
au moins yal i a 


Jind ad ta pad ob vt Do ray 


ag INTNOPCCT ION, 


par suite 


jae rw 
emu m Arar 
Or li atvie 
oo 
, yu 
vtomed tt! 
nd 


asl 





convergente qiuiuulan ian or, tlivernente: rp ona ois dia 
seria dont le terme peutirul est egy sera Hone convereaite ape an 
UH A ty atl ey diverpente qaunud on aira Pove Whew 
sera de méme de la sirte a douhle ontete, 

Ou arviverait A he umeme canclusion en utilisant be vepataen 
tation geametrique devine aan! [2 be ueade dees ore tanes 
Obl en tontraant siecessl cement ATONE ches aes ane tad 


alors les termes Ut se sitiveasd bass ua sutiae tne, 





Ceet posed, désipuons pura’, by bles eanhves reels uel 
conquer, tabs eependant que ah ab oat dill rent le ergs abe 


serte que, ot Pon pose 
A ae Hohe hy, 


Avot DB soient deny nombres atteleaiipies aanaie aoeette anule 
restriqdon qite Tene Mapport ne ait pas nd, et tarsi be 


série A doable onteee dint be bern prarad veut 


i} 
(25 les 


adheuk an enter posit fixe ca et petent poutoles conten tes 
valeurs ertitves positives, mw 





alives on dnl a Mewebistin be be 
combinnison % a, how 


Far valeur absulue the lit WHS pedrabenbes see 





( 
won ' . 
of Pou a pont, pour abvdger, 
der hae at, ec ebe ra By wo Ate dy 


ois alors In forme 
Bert apiey ecape 
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est positive, car la quantilé 
dy — p2 =(ab'—a'b)? 


esl positive, puisque ab’—a'b est supposé différent de 2éro ; 
nous sommes done, pour la série des valeurs absolues des termes 
de la séric & double entrée considéréc, dans le cas précédent ; la 
séric des valeurs absolues est convergente si l’on a 


nh 

_ T 

oO , 
divergente dans le cas contraire. 


Ainsi, sous les hypothéses précédentes, la série A double entrée 


dont le terme général est 
T 


(ak-r BBS 
est absolument convergente quand Ventier n est égal ou supéricur 
i trots; clle n'est pas absolument convergente pour les valeurs 
de n égales A un ou d deux. 


19, On pourrait encore considérer des sdrics 4 entrée p"?!* dont 
les termes 
Ca Bryd 


dépendratent, de p indices a, 8, ..., 2. On montrerait qu'il est 
possible d’établir entre les systémes de p nombres enticrs 


(4 By +6644) 


el la suite des entiers posilifs 1, 2,..., m, ++. une correspon- 
clance univoque ct réciproque, fondée par exemple sur le fait que 
Péquation 
Jal] @[+..-+)Al=m, 

on m esl unenticr positif, n’a qu'un nombre limité de solutions; le 
reste de la théorie de ces sérics s’élablirait comme pour les séries 
4 double entrée, Le lecteur pourra, par exemple, s’exercer A gén é& 
raliser la premiére partie du théoréme élabli dans le paragraphe 
préeddent, en considdrant A la place d'une forme quadratique po- 
silive A deux variables une forme quadratique posilive 4 p va- 
viables. 


as INTRODUCTION, 


III, ~~ Produits in(inis & doublo ontrdo. 


20. On pent consikéver des produits infinis & double entrée 
comme des séries & double entrée. 
Reprenons les notations antéricures eb suppasons les termes 


da, fy Ot 2, 8 peuvent prendre lautes les valeurs endiéres, pasitives, 





nulles on iidgatives, vinpes sivant ane suite lindane yy dys oe 
Pay cass 


Le produit infini a double entrée 


i fou tla) 


“as 


senidit dbsolament convergent sila strie i dauhle eutree dent 
le terme général est ig, pg estoubsolumedt convergente 5s be radear 
eee produit intint est, par definition, celle die pradnit absahae 


Menl convergent 
non 


Tt: iG bela 


ack 


Nous atlons peotver que cele valeur peut dlee abtermie pour des 
régles analogues dcelles qui concervent les strtes ddauble entree, 


QA. Suppasons Pabard gue toates: lex UIGUULLE eg ydntent 
posilives oa mules. 

Tat produit @autant de faetours que Von veut, pets parm tes 
qumuabiles 1 | ta qeestaat plia danl a  OQa peut prenilee iiacs ibe 
fucleurs pour que tea produit déypsee tel nombre que Pow veut 
infdstear a Ps 

Soient py y deus enters positi 





‘ posxous 


feovg 
tb digg me il Co © Ra oe 9 Pe 


fhoogy 
WE a) (he tg) hy 


dept 
| (tte tay ds Cet Lay) Obb Lpeny de Gt t dag d 
v 





tb ag 


wt (tee diy) Cet dy) veatbos day it 
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1-+ Xp,y peut aussi étre considéré comme le produit de tous les 
facteurs 1-+ Gy, A pour lesquels on a 


lelSp, IBlS93 
ta,qy sp,q Soul posilifs ou nuls et l'on a 
t+ lag SP, 1+ dp g SP. 


Quand g augmente indéfiniment, 1+ 4,7, quiaugmente avec 4, 
lend vers une limite 1-+ dy, cll’on a 


tardy = T+ ana), 
8 


ott le second membre représente, comme il a été expliqué (n° 10), 
le produit des valeurs des deux produits infinis dont les facteurs 
#obtiennent en faisant varier, dans da,g, Bi deo a + ec et de —t 
ai—a, 


D’aillours, si dans l'inggalité 
I+ Apg SP 


on fait crottre ¢ indéfiniment, on voit, en se reportanl 4 la défi- 
nition de 1-+ Ap,y que les ap -1 facteurs qui le composent ten- 
dent respectivement vers 

Sr a oe ee ee ad toy 

t+e2y, 1 da, veg Id 


en sorte que Pon a 
amp 


The Laer. 
, ; 


Xomme les nombres fy sont positifs ou nuls, on en conclut que le 
produit infini 
[] e+ 
a 


est convergent ct a une valeur égale ou inférieure a P. Mais cette 

oe . se ep : 

valeur ne peut élre que supérieure & 1b Ap,gi OF) St lon se 
ii s ot 

donne us nombre positif B-< P qucleonque, on peut, dune part, 
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prendre 7 assez grand pour que le produit 


(Tee by Ct bg) et by) 





dépasse Bel, Mautre part, prendre py g asses yranls pour que 


vurs qui préeédoat entrent dans te compesition de 





i 


tons les 
IE hpg quisera dés lors superior a Be Done, be salenr du pro 





duit infin’, dtant supéricure & By est ndeessairement dale aE, 
Remuarquons en passant que lo convergence de la série a dermes 
posilifs ou nuls 
Vv 
tend 
1% 


ta 
résulte de la precedente analyse, 


22. Supposons maintenant que tes quantiles ea La qed 
conques, réclles ow imaginaires, le série A double entece dot be 
terme général est [¢a,a} soit convergente, Conservons les memes 
significations aux quantiles lays deny el pasons 


Boohe 


{ 
Vilage EP feapln 
Pacey 


' 





Bokp 


tM fl Pee lays 
2g oy 





t 
Le produit infiai 


| Jaap) 
a 
est absolament convergent a cause dela vonvergence dle lia sdeie a 


lormes positifs 
4 
>» | dof 
i 


a valour de ce produitintind ostla limite 1. 


vit va be deg Ut bray oUt 
infini, ob Pon peut poser encore vt , 





Tete dy 


Th e0e. 
i 
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Si Von fait de méme 


+= PT O+lanel, 
B 


on aura évidemment 
[lal SU. 


Mais, d'aprés le numéro précddent, la séric 
3s 
a 
est conyergente; il en est done de méme de la série 


Seat 


el, pur suile, le produit infini 


Tore 


@ 


est absolument convergent. Nous allons prouyer que sa valeur est 
égal aD. 
Choisissons, & cei. effet, un entier z assez grand pour que Lous 
les fretours t-b da, tels que Von ait 
14] IBlE¢ 


fivurent parmi les facteurs 





Thy, tbe cee Oa 


idsignons par P, le produit de ces facteurs ct par Pj, le produit 
tlos facteurs 
rbd], tla], ven t+] bal. 


})'aprds un raisonnement déja employé (n° 15), nous aurons alors 
. t 
[Pa G+ dng) IEPA + Xing 


d’ou, en faisant croitre z indéfiniment et en désignant par P’ la 
limite de 2), pour 2 infni, 


|P (1+ dg) [SP (ir Xnghs 
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puis, on faisant croitee ¢ indéliniment, 


th aoip 


reef feertol Pf fa eton 
“op 


fh Pp 
Mais, lorsque poaimente ind@iniment, lao limite da second 


namohre est 2évor an a done finalement 


ta 


_ tone Pf 
p | Jo tty) | | | Ju beta) |e 
a thE p ” 
Pour la mene ratisan 


th + pooe . 
eg 
re] | Ppore | 

thes an . 
en sorte apron peut grouper, soil Pahord par lignes horizon tiles 
elrdunir en un mdine pradait: tufipi les produits partels atisi 
oblenis, soil Pahoved par figues verticales eb rdunie ca an meu 
produit, intini Tes produits partials ainsi obtenas. On pourrait en 
cove effector ces proupentents pardels ine tifinti dantres 
Tides. 


SRRIES DONT LES TENMES DEPEND 
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CHAPITRE If. 


DES SERIES ET PRODUITS INFINIS DONT LES TERMES 
DEPENDENT D'UNE VARIABLE, 


I, — Définitions et premiéres propositions. 


23. Nous u'avons considéré jusqu'ici que des séries ou des 
praduils infinis dont les termes ou les facteurs dépendent unique- 
ment de Teur rang ; nous allons considérer maintenant des séries 
ou des produits infinis dans lesquels ces termes ou ces facteurs 
dépendent @ane variable « réelle ou imaginaire. 

Considérons tout @abord une telle série 






Ss Wyblate. blab 


cL supposons qu’clle soit convergente pour chaque valeur de x 
appartenant & un cerlain ensemble défini comme on le voudra. 
Alors la somme de cette série définit une fonction (!) dont la va- 
our est ddterminée pour chaque valeur de # appartenant 4 cet 
ensemble, 

Dedsignons par 5, la somme des n premiers termes et par R, le 
reste de la série limitée au terme up, c’est-d-dire la somme de la 
série conyvergente 

Unie Latah basa 


la série proposée est dite uniformément convergente pour les 





(*) Nous entondrons le mot fonedion sans épithéte, dans ce sens : la variable y 
ast fonction de la variable indépendante &, si la valeur de y est déterminée 
quand on se donne Ja valeur de z. Celte signification du mot fonction est trés 
différente de celle quwil prend dans Pexpression fonction analytique. 


ol M, =I, 3 
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yalours dea apparteuant i Pemsemble constdtre CO, si. a chaque 
nombre positif’ e, on peat faire carrespandlre Mention posilil er 
tol que, sous la seule condition 
wo, 

Vou ail ; 

[So Sad [ie] , 
quelle que soit ly yvaleny dee nppartenint a Consenible consider’, 


De idme, si, poe toutes les vileues de ae appartenant feo 


now 
Lf}e ln 
nod 


esl ubsolumeut convergent, an dina (avi) est en autre unifurs 


ousemble, le produit 


mément convergent poi Latttis ces valitis the ry ost, a chaque 
nombre posit c, on peut five correspotiliy ni enber a bel qin, 
sous Ja scule condition 
Hw an 
Pon ait, pour toutes les valeurs de oe appartemiat a Pensemble 
constddérd 
Pood os 

en désiguant par P ln valeur da produit infint et par U, be proddiit 
de ses nm preniivrs fieteurs, 

Diupros echte définition, on voit que le pavedsberdt praduit, ainype 
posé absolument convergent, est unitivadinedt couvergent ot dis 
série dquivatante dee produit 


Fee ae 


se uniformement Converenla, 


Yh Sr ewiste ane suite de nombres posttifx un tnals 


yy Maes 





tels que la série 
Nid Bab baad 


soit convergente, et que Con alt, quel quae soit ayet quelle yuc 








(') Plus bridvement, aniformcnient oarergente dies Menubde consiten, 
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sou la valeur de « appartenant a Uensemble considéré, 
_ fuufSgn 
fet série 
Wabash Une 


est absolument et uniformément convergente pour toutes les 


valeurs de % appartenant & UVensemble considéré et il en est de 
médme du produit tnfini (') 





{Jue la série soit absolument convergente, cela est évident, 
juisque chacun de ses termes est moindre en valeur absolue que 
le Lerme correspondant dune série convergente A termes positifs. 
L¥un autre ed.é, si ?on se donne un nombre positif e, on pourra 
déterminer un nombre positif 7 tel que l'on ait 





Serie Sra Frat ees 
on aura donc, quel que soil p, sous la seule condition 227, 


| tensa ce lave ch Baty | <8, 
@l, par suite, 
| Ral <e, 
eb cela quelle que soit la valeur de # appartenant 4 l’ensemble 
considérd, 


Powr ees mémes valeurs, le produit infini 


a=e 


The btn) 


nel 


ost absolument el uniformément convergent, comme on s’en con- 
vaine de suite en comparant la série équivalente a ce produit a la 
sévic dquivalente au produit convergent 


nse 


[e+e 


asl 





() Wummernass, Abdandlungen aus der Functionentehre, p. 70. 
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Mais il importe de remarquer plus yenuiralement que st, pour an 
ensemble de valeurs dea, da serie dt termes postttps 

Jerta des} tent fea] bee 


est undfermiiment convergeate, ef afse somne reste inferioure 


aunnombre five A, le peodutt infint 


How 
| j (1 i tty} 
wed 


sera ubsalument et uniform ment Conver pen’ pair eel eit. 
semble de valiurs dee, ainsd que de série dynivdtente 


bletyel tg? teed Bala a be 


Ba effet, tes qmililes Pi Pay eee Pay ee) Posen tants: rahe 
riewres en valeur absohaer a 
noe 


ory Acehaque nombre posilif ¢, en peat faire cornepatlee ue 
, y 


culier e tel que, sous ta cnndition 7-7 aie ail 


Lita eared bp Morad ieee nw 
onwura done, sous tes mdines cousditions, 
feta k a afer lea lal bl tasabaerh ie Fs 


et cela quelle que soit la valeur theo qpartenant i Pearle 


considdrd, 


25, Gonsiddrons in emcanlile CB) de wales ibe ae jotscent abe 
la peopridlé suivante: Quelle jue soit la vale wy apqan banca i 
Ponsemble vonsiddve eb quel: petie ques audit be neandare predtiy ey 
il existe des valuars de ae appartenit a Pensanhle (EQ at ndles 


que Pon nit 
Peery] ci 


Pensemble CE) pourea élee canstitd, par exedspebe, par Vive 
semble das vtlours de ae tigeedes pou fies potate Pi are de cathe, 
on pav Jes points Mune wire limites par un comer sinyde. 
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Si f(z) est une fonction de  définie pour toutes ces valeurs 
de a, on diva qu'elle est continue pour l'ensemble (E) si, & chaque 
nombre positif #, si petit qu’il soit, on peut faire correspondre 
un nombre positif @ tel que lon ait 


\(@) flay <a 
pour Loutes les valeurs a, a! de l'ensemble (E) telles que on ait 
[v—a"|<B. 
26. Ces définitions rappelées, supposons que, pour l'ensemble 


(Hf), les fonctions uw), ua, ..., Way »-- de la variable 2 soient con- 
Linues et que la série 


Uy abet gb. 


soil uniformément convergente. La somme de celte séric sera 
alors une fonction f(a) définie ct continue pour cet ensemble, 

Soil, en effet, S,(#) la somme des n premiers termes de cette 
séric, Ry(a) le reste ; on aura 


SF (2) = Sn (#) + Ba(e). 


Puisque la série est uniformément convergente, on peut, & chaque 
nombre positif e, faire correspondre un entier 7 tel que l’on ait 


[Rale)| <3 


pour toutes les valeurs de # appartenant A (If); 2 étant fix, on 
peul, d cause de la continuité de 8,(a) qui est manifesle dans 
Vonsemble (E), faire correspondre au nombre e un nombre po- 
silif 4 lel que, pour toutes les valeurs 2, 2! appartenant a (E) et 
yérifiant la condition | — 2!| <q, on ait 


(Sule) —Sul@) | <5 
On aura done, pources mémes valeurs de 2, 
[f(@) ~F(@') | = | [Sn(@) — 8u(2')] + Bae) — Ral) | <e 


Crest ce quil fallait démontrer. 
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Si, en autre, la série est suppose absolament converseute, on 
verva de mde que de produit infini 


now 


| fa toy) 


nod 


définit une fonction continue dee pour Pensemble (ha. 


27, Sotent @(/), (7) deus fonctions réetles de he variable 
réelle ¢, udmottant dans Pinteryalle (fay 4) thes derives diaries et 
continues f(t), (7). Lorsque ¢ variere ile ay a ayy de potad dont 
Vafiixe est 

wet ty awn 


(éorima an ave de courhe (G) Constiltvares Petenibbe OM) thes 





valeurs de 


fivurées pariles points de (GC) eb soit, en iacrad, PC ey 
5 | l ' , 


dans cette fonelion, @ par a(t) pb Puce elle peendva La fore 


wac fonction continue dee peur Pensemble CE) y ete remplugint 


Wy eee, 


(2), We) dtant des fonctions réelles eb continnes dve Clans Vin 
torvalle (29, 1). Ceei pest, nous tappelows que Von appetle tage 
grate de Ge) prise be long de li etuche (G) et qu'on repre 
seule par le symbole 

[voryae 

ais 


Pintdgrale 


4 
[DEAD EM [etapa Crypt 
4 


uN ay 
at Ok AO ek if PRY Wear yee able, 


ty 


lactorann : vo. 

Toxistenes des deux imlérales quiv figuient diais he sesunadd 
membre, Inlégrales att Lone ost réel, est eertaine, en radio de la 
conlinuitd, 


28. Soit maintenant une sése 


(1) Web eb tabs, 
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uniformément conyergente pour Pensemble (li) des paints de la 
courbe (CG), ct dont les termes soient des fonctions continues de a 
pour ce méme ensemble, Désignons par 1?(2:) la somme de eotte 
série, qui est (1" 96) une fonction continue de a. 


Nous allons prouyer que la sévie 


fu a eb ok fu dnt 


t eu 








(a) fou be t= 


we 


ott toutes les intégrales sont prises Je long de (GC), est convergente 


f BCa) de, 


Si, on effet, on désigne par Sa(a) la somme ces a premiers 
lermos de la sdvie (1), el par Ry, Car) le reste correspondiunt, 4, (a) 
ob Ry() seront des fonctions continues de wy el Pon aura 


ela pour somine 


Rr) es By Girdle Nae), 


wy dar: s Re) deo it (a yebe, 
( [Saceydes [iy 


wt ft 
[Sace) dn [ up dar |. fon oe firs dr, 
A oH Nt 


eo 
toutes les inlégrales dlink prises le long de Pare (C), Ceci pasdé, a 
chigque nombre positif ¢ correspond un nombre entier posilif + 











lel que Ven ait 





[Ra Geof 






aryot cela, quelle que seit la valeur dee 





sous la seule condition 2 
appurtenant A Pensemble considé 
par @ la longueur de Pave, 





8 On aura done, eon désignant 





Ainsi, la difftrence ontre 


{ VCa pede 


et 


ella somme des n promiors termes de la série (2) pout dtre saps 
posde moindre, en yalenr absolue, que tel nombre positit que Pou 


Ay INTHODUG HON, 


yondra, pourva que 2 soil assed grand. Cela prose, ba dis, ayes 


la serie (1) est convergente et que sa iam est eye a 





fv ride, 


Ce theavime Wappliquern, eo particulier, lorcpalan vies yan la 


série (1) est aniformement convergent pour Penscnbbe ales gis 





Tours de ey cepeeicnttes par des atts app ontensul dunes nine (A) 
limitée par un contour sith CO), at qple see Terrie sent potty 
les andmes valeurs de wy thes fonetiones combines, bi osarhe (G) 
faisant lout entidee partie de Maine 4, 


Th) Sirk ontiteet ens 
20, Gonsidévons auinterend tes atites ile beta ue 
CTLs Ce rT 
ON ay iy aes la ce ent ales nombres fisers idiotic, 


Nous donnerons a ces series, qt jouent ea Aasabyoe uae rtte 
Urs Tapartint, le mans cle xteces creeseees en Sorta ecplaies 
rons le symbole 

Cviy 


pot representa te soo dane tele adie HR Ppa mianVvers 
vente: be Lethee a pent cP adleard ties atlecter Pinlis fy ey pee 
mettre de distinguer des stojen purticulieees, adhe, spre anes 
anebigitt ne vera A evaindee, meus Jeo ret sanpbayee be sgt 
laaale (0) PeRD repedsentay tae la sainae de be satya, ssid di 
série ellememe, regavalas semlianwat venue be bad ate des POT aENT (| 
de sey Lermess aie’, noms ae Hote datevsivaa pers ede tice flame 
sede ddteriminds pe edle ast diverjgeate PH one cea vidi 
deo, 

Qudoit a Abel deus theéareanes mi Tes stsies be cette abun 
shied qui jonont, dius da thearte des fenetionss line variables 
imaginaive, un elle prepeulérane, 


() Adnoiaa que Phypothise contraive 


Ruvderons tonjuurs commen faint partie Pune aire faites par se eendbeaty bes 
points intéricurs et les Tints ile centr, 


He A es preiarnt Smet, pena re 
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RO. Voici le premier de ces théardines : 


Sf, pour ae ob, he walenr absolue de chaque terme yb" de 
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byte bya pe by tes 
est convergente sons la condition |aw|< Acct que sa somme est 
égale A celle de la série 
ark Wyte aces 
Puisque ectte derniére séric est uniformément convergente, on 
peut, d chaque nombre posilif e, faire corrcspondre un enlier po- 


silif 7 Lol que, si on désigne par 7 ct n-+- p deux entiers plus grands 
que 7, ct d’ailleurs quelconques, on ait, pour toutes les valeurs 





~ (1) Wumnsrnass, Abhandlungen aus der Functionentekre, p. ps 


Hg INTHONUETION 


dee plus petites que Aen yale absolue, 





Jtareeb aig teed Mao | > 
On a @aillenes, pour ces mémes valeurs dir, 


a op 


¢ au 
a a 
Harp Maiaebiens Te Mad pe ny nya bot ‘ Margi bore 


ot “ol 
woop 
1 
+ wi’ Haya bree 
hod “4 
od 


Soit pun nombre positil, monde que Ay Pindgalits prteddenty 
aywnt lien pour tons les points de da cireanférenee dar eerele she 
rayon pet de centre a, ona (a at) 

woop 

v tara | ep 

hoy 
hi adrte 

fat t Hf Veen aet anf brane 

ol done convergenty, patisque la soni diate de teri ane 
Vou verte, pris apriss he terme de van ay pocul are a Eo 
moindrs, cn valeur absolue, qa tel womb qi Pon vende 
Soil dy he soma de cette série, clestdtelinve da finite, pan ain: 
fini, dee be seam bay le des Ao premiers lecniea, eb asit Hay 
Ie reste correspondant a dy, yp en ana 


Bye bag Ma Maggie 


Cette dernitre iufgalité montre, par le premier Chibardeae tA 
hel, que le série 
Ravorh Maye dd Ka pel tase 


cask obachonent convergente st he valet absaliae dese dt mindy: 
que py patigqne peat seohanont asaajeti A tre muindre que A, 
al yoik midi apie celle adele ésl ubsolwment converged le pair 
tontes les valours de at qui sauisfent tla couilition 


| 


baygck Un st bed bay wiht ss, 








AY 
Lea sévies 


BERIES DONT LES TRIES DEPEND 
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el 
Vaart: Raye eet ccd Rapgah rleaae 


élant convergentes, thenestde mame de da série 


vee 


fy bn sy vee yet 





obtunne en les ajoutant terme A termes i ne nous reste done plas 
quit prouver que ta some de cetle serie est dgale a la somme de 
li série proposde 

Hy Vtech acdc 


Ov, ai @! est in nebee positit moire que a, ebsi Pon a 


la sone 
Paola Race br et [Me pt ptbeey 


att est Coujours suppose plus pramd que ey est inférteure a 





Done ba dilltrened 


Ran b Ua tet Merit ey 





entre: te some 
Paget byte t dy bags 
et da sami 
Hy ee bee de May 
Ha Lor preadiers teemes de be série propasce, est, en valeur abe 
able, plus petite que of 
Soc he condition que vt vevitie Pindgalite 


Jefe 
ona done 
hos on 
SM pyath Mag hcae 
dot dnd 
iw on 





Pot Poo couelut poe, pour ebacine de ces valeurs dea, le pre- 
mien membre de Vinegalite preeidente est nul, prisque le second 
Membre pent étre pris anid petit yuan le yout. Wen est de amdme 


Cvidenunent, pareve quae et verilie Vinegalit 





Crest oo quill fully deéaunitrer. 


58 INTRONUETION, 


AO, La précddent Uidaréme entraiie une preposition analogue 
pour les produits infinis. 
Ddsignons loujours par 


, 
Nao Heat atid os a rb an 





tine sOric CHUtre Gir, Convergent pour les valenes deve (qui sa 
tisfant dla condition [ae]. oA. Sopposans que, nen seulement be 
série 

Ny Mp bE Ma teen 


nitis aussi ln série Lermes posttils 
[iol dub t [tab rca 


soit uniformeément convergente pour ees valewrs thee et que, en 


oulve, sa some vests fuférienve dim aembre positil tive, Alors te 


no6 
ian ts 
non 


serm absoliment convergent: et déliniva uae fonetion 44 Or), 


produil infini 


4Gr) désiguant une série entiove eu, 
Ryd Ape bat Ana ce 
convergente pour les valeurs cousiderdes shee, 
On peat, en eflat, substitu a Pc be adie fyudvalente 
ity tty Pace tity yb eee 


Oy vest le produit lesa peemicns Dect def whbentphe (neh 
vst iniforménent convernente pour bec valeurs conatdhiedes abe es 
ses Cormes pratvent etre tads suis forme dee tie aatiéries en ry en 
appligmint la rdgherle limabtipliontion dbes stein; ene sara adsl 


thy Mat dager coe fay byes thay thal 
: : 


taba a Maat bape test Bape eveet 


remurquons, en pavainl, quer ber contliciaty digg begurdes ronnie 
les fonctions des ej y penyent, Are mix snars tarne de juelynomes ti 
coelficients réels et positits, Ma appliqnint aveiutenint be theta 





SEMI, DONE RLS PRIOIES DEPENDENT BENE: VARIES by 
precedent, onomedivie be serie fyuivalente WP oa sous la forme 


cherchée 
hy i Aya ous hawt . 





ou posmnl 
Ly LT 


ofthe sete qui lignes ting de secon! tiembhre est eanvergeate. ba 
some de eetie serie esd be finite, pow a tating, de da somone de 


sis abe b prriners: Eeriness cette derniére sonnee west andve chose 


aque le coefficient deat rbiaee le thiveloppement the: 
ty ty BO ee ty eee ye 03 


dy vest dane aire chose qpus ba tioite, pane ze inlini, de ce ent 


ficient an partiontion doi r eat ta diate, pour a intini, le 
Uri rt pe aay 


eh en sippresut praia de netabres tp tay ae soil mul, Ay 


eat la Lrite, peane ce talini de 


ates Aa he, 
Vocne tae ' : 
Cy ME tye ts as 


ny tos 4 
la quentite ents epavhets a vinnie pre dianite ; v erie sorte qe 
ho 


Van adie 
thes ms as 


To ihe. boo ttn. Lotore, 
Meat dass Pa 


A 
est capvergenie eb pte engi’ ' 7 ‘ 
FL. Tectisteaet cP eesseeteee be eats particalipy, qui corcespond a 


cas betas, aie lo adricccifebhs entree, it teraes prositifns 


cae 
SONG 
eof thos 
ist convergent. Haest aie dhe wade quatre ta atvie éyuivalente 
hen, 


te ty ec Mad pee 


sutisfiil, ponte bes vadeertes ele ae telbes que Vivant 





bo ANONNTH AE GHAI, 


ay coteditians eek oe daar SR, Bact eitccsr oe aiaait ab 


les uolations i nimitre precedent, comadersie be preatial 


1) | ft va 
aod 


rie @ termes posits, Cypnivaleate 40) os, 


‘termes positifs 





Mb AGRO A, 


ol Qa est le prodaitdes ay pretaiers be bere te bt ta | 
An Qa pourra, par des anultiplications de serie thie iar, 
forme 

Mat Wag Ate Ma 





otiles Thay sont les ites fapetiinn des fee spuobe dd 


(nu verte Pune Pear ie OEE eo ote ane sone 


Vaal U9, 
lit striae 
VAnalt Pasf hor ALAS 


est done CONVORR ETN rd nit caniteie ecb ona yin Wrote ow \, 
toe ae . ry 
I aillowrs Ta série a ternies frosts 


Aub AQUA Eo Atk 


‘ 


est couvergentins lie idee pivabbe OE | aenadis obong 
Tes valeurs dese (ui vatistindt ie Pitydite fA Des eas 


eka du wy et Pet chai ntetine ink da fer aa 


Aya dye, hiyen 


ra ‘ ' 
C'est préaistnent be Wee pu eins acts ad 
mero préeddeat, pont leeus weaceal, 

Th est aise dee yesiy que, tbat be 


sean rb 


ea pet ates seeranyer, Lag a! 

oy : 

fonenit - “tsk ubsobameut cusvereentes, 
tteky 3 


Kufing en vertu d'nne renner Late ana UN, bess 


A 





OL Ape haw 


Todas 


qt reste CONVErgen LE quand my pe 


miphare dee contfieis 
leurs valeurs aubsolues et ae I 


aA, widure ane senune ani 


tit Plane cron, 


stl Le ewuilitican 





queleonque ve satind 


Ia fonction Gr) admit dese deriy ries premitie, cevande, eles a 
sens de da thearie des fonctions Pia vaviahle Tana inaire | est 


dedive que Pexprossion 
en 6 Woes 


tend vers une Tanite (Cr) quad A teal vers aie hy, rpue Pos. 
ptession 
ari toe he ey eb 


h 


teu, dana des aidhaes vanlitiodes, vers une Ladle Cea eb ads 
de suite. Low derivees aneeiandyes ale 6; ge hone atttirer tas fps 


sommes des stries SOLVE r ere 


beety tee, ee a re 
Vavata do ees no uae Vert et 


Soil en effete un inadre UO ee remarderenia come five 
dans ce qui suit et dont aaus sitypoenveaes la vale abelian X 
moindre que 5 sotent rat anaitire poottll Hise rtiadys: pte dt ON 
el Acune variable WHE rede eae valeur abeadiar nectindee cae TE, Li 
signona entin par Na, Aye ey Ngee bee valetire aleodioes ile ety, 
Hy eey May vive DPaquedss de prenden therein iP Ved cae NOY lit 
seule fe tenes postits 





Nei MN 2 Wea cee NAN ay: 
Gat converimle eb iL in ed de miitnie abe a ari 


Wa bY aa boanytae : MPL yi a ys 


(1) En diaetres Genie, pour tine wale Hhteratione she ae ae aetalae Vor) 
cerepen) un mht Wary Jontisaanl de he Peepabts aadwente 2a rhinpe 
aah positif a, on HEU faire eorresyoauhe wena 6 tel que Pron ait 


Mee ay Bey 
*Y ibpaal 
hb ay re 3 


sth lit seule condition 
we DA “ 
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Ou a dailleurs 
“un 
aya yt ty ate ' ee a 


nda 1) 
yt PAP ey 





el ie somme des yalewns absolues des termes du polynome en A 
qui figure au second membre, quid ony remplace A par IL, west 
autre chase que AyOX -f ED. La série 


a) 


Ay AgQN pW) ab eed AQGX ee Wed 


shit eonvergente, an vail que laséric Ge q- A), of Pon regarde & 
comme lia vacinhle, se trouve dans le ens die n’ 38; elle peut dive 


‘ , ’ oy , 
mise sons la forme dane série dt double entrée absoliment eonvers 





vente, quad peut dtve elecn@ime ardonndée suivant les puissance: 
is partielles 





dle dy fies sé 


Ha apt ed ge ba 





Wed Adiga bob Mayet Vy 








Coby Aa Oe ee 








converzontes ef, ee désigiuiait tex sonmes de cos séries par (ar), 
wr), Gr), oc an ira 


h As 
Wear Ue Py Wy des cae 
iat dy UGedt ey een 


Cette formide subsiste tant que Pow a 
{ace 


On déduit de cote Gainale le velation suivante 





CO eres ae a 
fl 


h wey : H 





(1H nrontre, pabaypee le aseand membre est ime fonction continte 
tle fy que Pon a 
CRC A vee (Ce 
Vin > Oey We), 
v A 


elatnai de guile, 


64 ITO DUCTION, 
Les sévies We), O"Ge), oo absolament eonvergentes tint aue 
Pona 
fay ck, 
ne penyent dire convergentes poutine valeur & dee celle que Con 
ail 
J@poek 
SiC (a), en elfel, dlait convergente: pour ates: Ay ene wert 
Hina. party bY [on 
ra 
eb fordiort 
lim [ty Gf nas 
te 
pir suite la série (Ga) serait canvergente: pone les valeurs ole 
salistatsant aux conditions 
We dapecpe. 

‘Voutes Tes séries GQ), We), Wa), oe cont dane he meine 
cerele de convergence, TH peut ailleurs areiver quey cate da eirean: 
férence, la premise sério soit convergente sian ques Lew saatyes le 
soigut: c'est ce quiiarrive si loa Suppuad 


wt wt 
cr Cre bana 
ai! nt 





Ca sdile 
iy. 
a ae 
ia Orden, 


Wayne i Ways 


convergonte assurément st Vara 
8 
[Ap Wee, 


peul dhe convergente pour autres vulears de A. Ce Gait vert ade 
fondewent & la Uidorie de li continuation ane eg atevelay wee 
' m : HW 
is tard (nt® B1-00); le peopesition qui fit Paliet padi wl du 
; ; yee] 1 
numéro suivant résulteradt imameddiatemend dis eetie thea bey Gasbes 
fois nous la plagans iei pote ne pas tudervanypre bi skte dles ili, 





43. Soit 2(a) une séria entidre an wy tovergente dws cu 
cerole G de rayon Tet dont lous lex eouffidents He seat pas stds, 
lau un point zy intérionr a Cla fonetion (Qe) me pen pas tive 
hulle ainsi que loutes ges dérivdes. 
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Ma effet, si Pon pose 


weep Ay [Al Repay], 
an ia 


Danger 
bevel { Opec, 
1 Cees s 


wren 
Whey Were 7 ony 





Suppesans que Ge) soit oulle ainsi que tantes ses dérivées pour 


weoooueys ttloes le secoud membre sera nal quel que soit A; le pre- 
nicer membre sera done ant pour toutes les valeurs de 





nut vdri- 
fient le eondition 
[rp Re Lert, 


sous haquclle fe développement de WCr), suivant les puissanees 


def ce ory ext iepitines clestedatine que @ Ge) sera uolle pour 
tons les potnts a sits a Pitériour dace 





Ie Cy déeriy de vy 
come centre eb tangent inérionrenient ancercle C. Tben sera de 
mene te taotea des dérivees deter), ainsi qu'on le voit sail en 
repardaut cieedevives commie ta lindte du rapport de Paceroisse- 
mentilela fonction & Paceroissement de ba yarinhle, seit parce que 
Von pent eerie pour des derivees aed, Ge), oo. des dévelop- 
pements siivaut les paissinees de A andogues i celui de YQ) que 
Hous vera che consiiléren, 

Si le cerele GC, contiont le point a, la fonetion Ue) dunt ale 
eect PUL aiid quis toutes sex devivees, lous les coulticients de 
san développement sitvant tes puissanees dae devinieut otre 
nis Gti), co quiiest contrat a Chypothese, Si le cerele Gy, ne 
contieut pao le poiat a, aa prendre a Tintévieur de ee cevele, suv 
Te vuyon appond di celud qui ahontit an Polke), un point ay pour 
lequel cis nppliqnerae beomenas raisanaements & Gr) devea dtee 
nile cited ie tented sex deérivees pane tous les poiats inlérienrs 
wieorele Gy teri) de veg comine centee et ldagent inévieuroment 
WG. SE he eerele Cy contiont le point a, la démonstration est ters 
inte; sii, en eontiomenl de be meme fagen, on parvieudea évi- 
Hemiient A enfermen, ior boat dia nombre tind doperations, te 
pot o dias in eerels a Cintérieur diqvel on snurait que da 
fonction WGe) est aulle ainsi qae toutes sex dérivdys ot Pou arrive 
loujowrs a be uiar conclusion. 


AE Voici imaintenint spuelqiass consdyueuces tnportantes de 
Teek Mos 1 Hf] 


66 INTHOTTGTION 
eotle proposition cb vil Cnt rapprocher des résuliots araalag ives 
obtenus dans ben? 36 pour le point o, 

Pours cay la fonetian @Ge) peut etre nulle aint que ses de 
vivides, Gry), MY Gey cd mais ihestshe une driver Ue Ca pit 





west pas nulle, [i supposint que toutes celles lun ordre oeatiatee 


soient nelles, on peut éectre 


WOO Gre) Pacey wy) 


Wry Tidvaeat (ee yy beret bd i 
aut 
Wary Ge ory Gr rik 
PQs cay) désignant wine gérie entiten on Ge cry) qt a ead puts 


walle pour a nary eb qui est convergence thins be eerele (yy ou 
dit alors que ay est un ative Pardee ade ee). 

Le point ay, intdriene ad eerele Gy ae peat puck tye ba Tints 
Wun cusemble infin’ de points pour lesquebe Ge) suunnle, par 
exemple yey ne peal pis uppartenie aun are lecenurhe, at peta 
qwil soil, en tous les, paints duquel @ Cr) snnaterait, 

Doux sdvies enlidves cn uty converpentes dina be erred (aw 
petvent avoir des valeurs dgales pour les poiabs Vater scesecantiles ae 
find admettant pour limite aa point a inlets 





ae eG, pure weniyale 
pour tous les points. Pin are de couples intériende a Gi, sities btee 
idontiques, cesteledive sans qe hes caedlieients eorrespaaalaits 
dans les deus sitet 





RO 

Enfin dans an eorele G' coneentrique dG etale raya todays, 
ine peut esister une infinite de points distinets pon besapstels 
#(r) stunmule 2 si Von considéve, en ellet, Praieurhbe nati que 
formeraient cos points, on voll gail wilmetinad) ademoutrenient 
commie point Lait tin podul dabdria dG? ott sitet sie et chee 
ference (4) et dans tous tes eas titérini ac eereke Gs. 


| ' 
AB. Suit 


Wea) sty Dat ce Th 
une side convergunte dans le gerele Gy he strie 


ay ta 
Qn) ured tony Wht at an 


thy 
Meg 





(7) Vash une géndealisadion facile dn Untercarie de Walzyines Ceate (dadecderr tien 
ct le theorie des fonctions, de M. d. Vunnery, po fy wR) 


SHRIRS DONT LES TERMES DEPENDENT 0'uNE VATHABLEL 6y 


sera conyergeule iu moins dans le méme cerele, 


car si, pour me 
valour partiouli@ee de ay [ergs 


wT] Lond vers advo quand 7 auemente 


. a : a ays . 
indéliniment, en est de mdme de |. ; 7 at. Daillours, ladériyée 


Ve) de da stein a Ge) est Cyndy al Ca)s les deux sévieg C(x), 
QGe) ont done te meme cercte de convergency (nu 42). Kofin, on 


peut démontver que, sur la eiveautt ree mdm, la série 2 (a) est 
convergente mix paints ot he sdeie u¢ 





) est cllo-méme conver 

geale (1); mais inversement, comme naus Vavons dja fait obser 

ver dang lea 4, ser tn circontirence, ln cony 

Weutraine pas celle de We) 
De Pégaliné 


ergence de a(v) 


BL 


résutte la koustquence suivante ssf Pon considéve an are de 


courhe % intérione an cevele Gi, ddtini parla relation 
w Picea Pbry 


oft la variable réelle ¢dloit yarter de AA ek ot 2(¢), b(2) sont 
des fonetions réelles det, admettant les dé veer 9'(2), WE), on 
aura, en prenid Pintegrale te long de Pave yeten ddsignant par 
tay ty lex extedmites de cet ave qui correspondent aux yolenrs toy 
‘ded, 





[Ode abr) oten) 
J, 


AG. Reprenons les notations daca” 37 et considdvons A nouveau 


(1) Chet ine cerentquened die ta sero dea Prepositions dnenedes dang la nate 
we HL 

CY) Nowe cappelais rapidement ta ddinonsteation de cette: proposition, afin 
al'dy iter, atin Peaprit’ dit betens, tewte eoufasion vnire les inlegrales volatives 
WO vacdahten dniqginaieesd et eelhes yeti x0 rapportent aan variables relles, 

Si, parte der valenrn dee ques bint Nae rekition ee spl) be éb(d), au ay on 
NMRA MN pi EE Ee DCO C0) des fonctions réetles, 

DG tO Org, Qi Gey ee Bary ab (0) be 2M (0), 


ony ML 








HLM VON LOL 
oo 


WCE EMEC LIQ) EM CeCe PU 





68 INTER EEE TES, 


ane serie 

Mg i My tins we, 
dont tons Tes termes CO sent dec Penetieni be 6 cetitarctit aay 
(iverses: conditions ti pasces dans eee AG Boa ontaaraare aerial 
cedle serie peul, eon: ou Pawn ples Fvsat bene piene cosets Lear pete 
une série endiere ene pour bee vabens. Heda vanible quire sat. 


font a la eonsditaa 


el, par site, 


ee ns Ce 
(1) | 


Prec octet Wat ee 


Diaitleurs ona, par lédinition, 





1 ay 
[ Seeyate Poti site Wate eb es 
wy oe 
ah 
if i Oe ere eT | 
oh 


or les intégrales qui ligureat dita he weevad meodbye sant be seer le Ls there 
doa fonstiont line variate whdle, wa weal, ete drat setagte ahs eeabaes oe 
que ces tillgralen snl respretivenie ab dacate 





ry 
wa) in Whe Pea, 
ee nd ddmontre Pegidias 
{ Wirbite Vey daa, 
“y ° 
On wueait pe Addie be neta: weit on portant ds We ainiy baeate. oe 
Wedd. Lin supposaat te ennehic y Mapes eid AS cca enter ge a Bot 


rayon moindee eb cn as rappebint que, abi ee ade a da regs By ee oe ee 
forminent es HEP RI, OL Vell oon pedivesed oy ine 


[there w fae t wf wads 


il resterait & dtuubliv bes eyaliten 


” ' cee 
free noah ay 


quilsont, an fond, dea ewe particutiers de 
mais qu'il eat facile détdlie directement 6 
tégrales prin le long une coirhe, 


Cy Nowa dovirona a, (ew de [lace ake ty, suai ainas serene beraseie Ae aie ates 
Ja variable on dvidence, 








Megat spite nine asistame dopedaiee 
Hae seportant & da ddadbon cea ate 


SERIES DONT LES TRAMES DEPENDENT D'UNE VAREABLE, 


elle admet done ( 





Q 
n° 42) pour ces valeurs, des dériv 








es 
a! ay : ; i i 
@'(v), .-.; mous allons monirer que, sil’on désigne par au’, «” 
les ddvivées i existent 


strecessives de la fonction Un, dériv 


I 6es qui existent 
Ten verlu du précédent numéro, les séries 





, 
Work eh, 


» ” 
a ee A 











sortl couvergentes pour Je mémes valeurs de # et ont pour sommes 








mas Hi PRD 
_ ‘ Be ih By! : 
Soil en effet a un nombre fixe dort la valent absolue X soit 
moindre que A: soit A une! variable ‘dont la valeur absolue H 
reste moindre que A —X. Gonsidérons la série 
eb h) oe uy lah) +e ue eh) Un(@+hya..., 


ilowt les Lermes sont des fonctions de #; on a, d’aprés le n° 49, 


ty, un 
tine eh) = tty + = Ate Tat. ws 


W@ailleurs la série (a +A) est uniformément convergente pour 
les valeurs considérées de #5 on peut donc appliquer le théoreme 
dune 37 el mellre o(2-+ kh) sous la forme d'une série entiére 
eu fs on aura ainsi 








nse nee he 0 
oT e ial 
(a -b hy =» Unt > >> wats >» Unrress 
a3 nad nae 


et le théoréme est démontre. 


A7, Supposons maintenant que, pour les valeurs de qui salis- 


font dla condition 
[@l<a, 


Ja stvie ; 

| tp] rf pee | tte eee 
soit uniformément convergente et que sa somme reste inférieure 
‘un nombre posilif fixe, le produit 


ne 


Pl) =[[ c+ uy) 


na 


70 INTRODUCTION, 
pourra, ponr ces valeurs de at dtre iis sons la Torre Pha strie 

, - nese 
entidre ; la fonction P(a) admet done des deriv Pour tes 


former, on mettra le produit infini 





" 


PGed Ay: io fiat a Aly 
a 


n 


sous la forme dune série entiere en A, ee qeisen verte alia adie 
vaisonmement que pour la série, ust possibile pore tantes bes vie 
leurs de & qui vérifient la coudition 


a ee ee a 


On ava, n° 40, que, dans ev développement, le corthiciet die ta 
premidre puissance de le varinhle, qi est ied Ay pact oar anettee 
sous la forme 


yr) a FAP) a Henry 
tyes 


P{2) ; j 


lee Gey Pt 





pourve qu’aucune des fonctions 
Te tye), tebe, cy ts Male oy 


ne soit nulle, e’esta-cdire pote towles les valve ele ae tedden apie 
D(a) sort différent de zéra, On p done, en lbs pou FC} Ta 
dérivée de D(a), 

ey atl, wo tt, 


ad ‘ 


: . the i Peas 
P(e) Pole iy Beatty (i My 








ot Pon voit que la ddriede logartthatgne de Ya) est da one 
des dérivdus logavidhmiques de ses futeurs. Si ard crait nal, il 
faudrait que lun des facteurs, 1-1 ity er eneapley fit anid; san 
verrail alors sang peine que hedérives de PCr} svat donee par 
la formule 


(am) = (1p Wo) teed Mag beret Pa ees tate. 


est encore Ia mame reégle que pour it peodail Hnite, 


48. Plagons-nous maintenant dans Te eas dir ne IR 


Ss tHhy PH Catt 
servant les nolations de ¢e mumere, hi advig 


A dhanble catrvac et it 


SERIES DONT LES TREMES DEPENDENT b'uNE VARTAILE, 7k 


Leranes posilits 


den flo on 
» MB leap AF] 
a fio 





esl convergente, Disipnons pur 
[hon 
a 

Maley Seagal 


ro 


eo que deviont li serie nr) quid ony remplace les coalficiants 
dap par leurs valeurs absoluess ibest elaie qe les dtvivees UF Cor), 
UiGr), oe de Une) ne seront nutres que tes series wn (ar), 


wir), 2 CE Tesepecttos ou tetplace aussi les coefficients par 





Journ valeurs absolues. Que voit ale swite que tasd 
ple TW tors Wd ted A) te tale Ay beey 


af Pon vegardee comme une eonstante dont ta valeur absolue X 
est moire que Ay et A commie nue variable dont fa valeur ab. 
sulie est intérioure on dale ao AS X, sutisfait, elle WUSST, HX 
conditiows (0 eb Ce) dua ABs en ellet, chacun de sex erties 
peat Mee reniphet par ine serie enditve en Ag et (1") si, dias ta 
seater 


. h Ae 
Haley dt ary 1 Haley | ay bee a Ge i dey 


on remiplace des eoetticimits dees puissances de A por leurs valeurs 
alselies eb A jar AN ou former me série dont les termes 
SPROUL reapeehiverent aednedlpes que des termes correspondiuts de 
he stade 
v5 AGN . AN} 
MER EN Tt tag 
Wallets Cer) la sani 
Ani Ay tives Mabie 


cebemvergentis Dios bars, a peut appliqner a ln striae (yi veprd= 





sents ae) A eta pout iutini 


oy 


Poe dy []. iedtyies dbf 


net 
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7 
; ' ws : 
les résultats obtenus dans les n° 38, 44, ct Non a ainsi élabli, 
sition généra og s séries 
sans s’appuyer sur la proposition générale du n° 87, que les séric 


h(a) eth (@) eb a (@) Hey 


, - ‘Nas 
sont absolument convergentes tant que l’on a |a| <A, qu'elles 
représentent les dévivées 9'(a), 9"(@),... de la série ea) cL que, 
en supposant toutefois P(a) différent de zdro, la sévic 


wiley ow (@) uh (we) 


tur) We age) 0 ge) 





est absolument convergente dans les mames conditions cl repre- 
sente la dévivée logarithmique de P(2). 
Il est aisé de voir, en outre, que la sdric 


to (@) Ul (@) +e aye)... 


satisfait aussi, ainsi que les dérivées suivantes de g(a), aux con- 
ditions (1°) et (2°) du n° 38, pourva qu’on remplace A par A —e, 
= ¢lant un nombre positif aussi petit qu’on le youdra. 

Enfin, en vertu de remarques faites dans les n® 38 ct 41, des 
conclusions pareilles s'appliquent aux sérics eb produils infinis 
que l'on peut déduire de la série (x) ou du produit infini P(2) 


en groupant les termes on les facteurs de cctte série ou de ce 
produit, , 


49. Voici encore une conséquence du n® 87, Soient 


IY) + AY Hee An Yes 
9(@) = bo + bie bb byat 4.,, 


deux séries entidres, la premiére en y, la seconde en x. 


Supposons, en désignant par A et B deux nombres posilifs, 
que pour les yaleurs de a qui vérifient la condition 


|@E<a, 


la seconde série soit absolament convergente et que l’on ait 


[9(@) ISB; 


SERIES DONT LYS TERMES DEPENDENT D'UNE VARIABLE, 73 
supposons, de plus, que la premiére série soit albsolument con ver- 
genle pour y= B. 

La premiére série, quand on y regarde y comme égal A @ (x), 
est uniformément convergente pour Loutes les valeurs de a qui 
satisfont a la condition {a|< A; d’aillenrs [(z)]", pour ces va~ 
leurs, A cause de la régle de multiplication des séries, peut étre 
mis sous la forme d’une série cntiére en w; ib en est done de 
méme de la fonetion /[o(#)}. 

In particulier, on se trouvera dans le cas du n® 88, si la série 
a Lermes posilifs 


[bo |e [BA] Hee te] be AB] Pee 


est convergente ct a une somme égale ou inférieure 4B. 


30. La proposition précédente montre que Pinverse @une série 
enlidre en @ 
Qa) = Cob Ope ee ne, 


conuvergente sous la condition 
|e] -<c, 


ot Cest un nombre positif, peut elle-méme étre mise sous la forme 
Wune série entiére en x, quand le premier coefficient cy n'est pas 
nol, 

On peut, en effet, poser 


YS OB Og Wate A Oy Bh ey 


puis éerire 





pourvu que Pon ail 
ly] <feols 


un peut d’aillours déterminer un nombre posilif D < C, tel que, 
sous la condition 
|e#|<D 
on_ait . 
Iri<K <fool, 
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K étant un nombre positif; cela résulte de la continuité de la 
série 

yh + Cp... egw... 
dans le voisinage de «= 0, Dés lors, on voit que, pourvu que a 
soit moindre que D en valeur absolue, les conditions requises 
pour lapplication du théoréme du numéro préeédent sont véri- 
fides, et, par conséquent, pour ces mémes valeurs de w, inverse 
de () est elle-méme unc série enlidre en @. 

Il en sera de méme du rapport 


Pie) 
Var) 





ol ©, (a) est une aulre séric enlidre en w, convergente lorsque 
Pon a [|< D, comme on le voit en’ multipliant les deux séries 


1 

G(r), Re! 
au surplus, pour trouver les coefficients de Ja séric égale au rap- 
port considéré, on pourra, au lieu d'appliquer le procédé précé- 
dent, employer la méthode des coefficients indéterminds ou effec 
ter Ja division comme s'il s’agissait de polynomes ordounés 
suivant les puissances ascendantes de a. 

Des considérations d'une autre nature montrent que le cerele 


de convergence de la série entiére on @ qui est dgale & Ni 
plus pelite des valeurs absolues des racines de Péquation @(ar)=20, 





- est la 





IV. — Continuation des fonctions. 


B1. Les paragraphes précédents montrent comment la consid 
ration des sdries entidres donne naissanee A des fonclions de ir 
continues, admettant des dériyées. Toutes cos fonctions, oblentes 
par des sévies entidres, ou des combinaisons, en nombre (ini ou 
infini, de ces séries, se raménent elles-mémes A des sdvies on- 
tidres, et se wouvent toujours, 4 moins quwil ne s’agisse de fone- 
ons transcendantes entitres, enfermécs dans un cerele, le cerele 
de convergence de la série finale, Il nous reste & montrer com- 
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ment on peul sortir de ce cercle : on y arrive par Ja notion de la 
continuation des fonetions ('). 
Soit 


Dg (at — ay) 22 tg Ay (@ — 2g) es Uy (By hoe, 


une séric enliére cn a — 2, admetlant pour cercle de conyer- 
gence Ie cercle Gy, de centre a, de rayon Ry. La somme de celte 
série définit une fonction de x pour toutes les valeurs de la va- 
riable qui vérifient la condition 


Cotte série est, suivant la terminologie de M. Weierstrass, un é/é- 
ment de fonction analytique, 





— ®| < Ro 





Soit, maintenant, 2, un point situé A Pinéérieur do cercle Cy. 
SiVon fait 


Bm 





my — wee hy, h=am—2y, 


il existera, d’aprés Io n° 42, une série procédant suivant les puis- 
sanees de A, ayant la méme somme que la série proposée, et con- 
vergente lant que l’on aura 


[waif < Ro— far xo, 


vest-A-dive Lant que le point # est A lintérieur du cercle décrit du 
point @, comme centre, eb tangent inlérieurement au cercle Cy; 
nous désignerons celle série par 


Ys (a— wy) st bye by la — ay) Oye — ay. 





Les cocfficients Bp, 01, +++; buy «++ ne sont autre chose que les 
valours, pour a = 2, des fonctions 
a 1 an 


W@y(a— ar), 7~ Vole — a)y vers TSE ga Tle 





de 





Désignons pur Ry le rayon du cercle de convergence C, de la 
série &, (a — x). Deux cas peuvent se présenter : ov bien l’on 





(*) M. Méray, qui, par son enseignement ch ses publications, a été Pun de 
coux qui ont Ie plus contribné a fonder la théorfe des fonctions sur la considé- 
ration ces séries cntiéres, emploic l'expression de chentinament, 
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: . + ae . 
aura, quel que soil le point a intéricur au cercle Co, 
Ry = Ro— | ey — wo]; 
ou bien, pour certains points an moins, on aura 


Ri> Ro—| 


ay). 





Dans le premier cas, dont on a d'ailleurs des exemples ("}, la 





(*) Telle est la série signalés par M. Lerch (deca mathematica, t. Ny ps 89) 


aE 


» phan 


aod 





D (2) = 


dont te cercle de convergence a’pour rayon 1: si l'on pose 
@=r(cosy-+ ising) (ri) 
. a . . . 
«tsi l'on suppose 9 = f an, p cl g dlant cntiers, on voit suns peine qqavom pout 


écrire, pour cette valeur de Ia variable, 


nese 
Bee. » phd, 


aq 


nergol 


Qe) = >» 


La seconde partie du dewxiéme membre est He et la valeur absolue de li pre: 
iniére est moindre que g—1: ta seconde partic crott Waillowrs indétinimems 
quand + tend vers un, par des valeurs croi niles; il en est done de adine de 
[@(@) | quand le point & s'approche de ta ctrconfirence du cerele CG, en restant 
sur fe rayon qui aboutit au point dont Uaflixe ost 




















ea 
cos 2 ax + isin Lan; 
q q 


on en conclut que ce point ne peut eire sitnd a Vindérieur du cevele da conver- 
sence d'une série Q(@—a,) déduite de P(e) comme ila dd expliqué: dang 
le texte, D’ailleurs sur tout are de la cireonférence du cercle C, se trouvent mie 
infinité de points dont Paffixe a la forme précédente; tous tes cercles de conver- 
gence des séries tetles que GR (a —a,) sont done tangents intéricurement au 
cerele C,. 1 en serait de méme pour la série 








R 








I : . 
a autres séries analogues qui ge rencontrent dans la thgorie des fonctions el- 
liptiques, mais Ja démonstration est un peu plus compliquée, On pourra consul- 


ter sur ce sujet un intéressant article de M. Méray dans le Bulletin des Selences 
mathématiques, -2¢ série, t. XI, p, 248. 
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7 
fonction définie par la premiére série Q(a — ay) est réellement 
enferméc dans le cercle de convergence Cy; elle ne peut étre con- 
ifauée au dela, 
Le 


appl 





xcond cas est celui qui se présente le plus souvent dans les 
s dlémenlajres: 
lions dlémentaires; nous allons nous y arréter, 





52, Dans le cas qui nous occupe maintenant, les deux cercles Cy 
et G, ont une partie commune [ Gy, Gy]. Nous allons démontrer 
que, en loul point § intévieur A la fois aux cercles Co, Cy, les 
deux sdvies ty (a — ata), &\ (a — a) veprésentent la méme fonc- 
lion, 

\Yahord, pour tout point a, silué A Pintévieur du cercle C) dé- 
crit du point, comme centre el tangent intéricurement & Go, les 
deux fonctions &y(ar— ay), &y(@— a,) sont égales ainsi que 
leurs dérivées. La chose est évidenle pour les dérivées, si lon 
regarde celles-ci comme Jes limites du rapport de Uaccroissement 
de da fonction & celui de la variable. Elle apparait aussi claire- 
ment, sil’on compare les deux développements 





he 





Vo 





h 
at — ay) -F 7 Qi) (at — ag) Fee QYY (ae — ao) Hoey 


n 





h a 
Qy (alm aey le 7 Di (a! ay) eee Tan By (a — ay) 





‘ 
pt an ag), LY a! — a) désignent Jes va- 


lettrs pour a des nme dérivées par rapporl & 2 de Ry (x — 29), 
Wy (aay), eb que Pon obticnt en remplagant, dans ces der- 
niéres fonctions, @ par a!-+-h, puis en développant suiyant les 
puissances de 2. Ces deux séries entidres cn A doivent avoir des 
valeurs égales pour des valeurs suffisamment petites de fh, ct, 
par conséquent, doivent avoir leurs coefficients correspondants 
égnutx (a 36), Si done le point § est intéricur an cercle Ci, les deux 
sdvies Uy (a — ao), Pi(ae — 2,) ont méme valeur en ce point, 
ainsi que Loutes lears dérivées. 

Si Von considére, on général, deux points queleonques a, et g, 
on pout les supposer reli¢s de Ja fagon suivante. Imaginons une 
suite formée par un nombre fini de points, @ailleurs aussi rap- 
prochés qwon youdra, 


wy by bey ee bo 





développements of LO"; 







98 INTRODUCTION. 


dont les points x, et § soient le premier ct le dernier, ct une suile 
correspondante de cereles 


@, Ty Ty ..., My, Py 


tels que le centre de chaque cerele soit le point correspondaut de 
la suite 

a, bi, be, ven bay & 
el que chaque cercle contienne, & san intéricur, le centre du cerele 
suivant. Nous appellerons la figure formée par ces cereles et leurs 
centres chaine de cercles entre ay otk ('). 

Les points a, et £ étant intévieurs § Pespace [Cy, Gy], nous 
supposerons la chatne formée de cercles qui soient lous intéricurs 
a cet espace et qui n’en touchent méme pas la limite, On pourra, 
si l’on veut, prendre, par exemple, les points bry bay eee, Fy sur 
le segment de droite qui jomt a, a &, 

Ceci posé, en tout point du cercle cr, les deux sdvies &, (2 ~= 2%), 
@\ (a — 2,) ont les mémes valeurs, ainsi que toutes leurs déri- 
vées; nous dirons que, dans ce cercle, elles cofncident. ta 
point & est intérieur aux cereles c,, Cy, Cy. Si, dans Pune ou 
lautre des séries Lo (a — ay), ®, (#— 21), on remplace a par 
Etae—E, ot qu'on ordonne par rapport 4 # — &,, on formera 
denx séries identiques enti¢res en 7 — &,. On pout représenter 
Pune ou Pantre par 








m1 (@ —§); 


cette derniére série converge sirement dans le cercle V), inuéviour 
aux cereles Cy, Cy, et Y coincide tant ayee @o (ar —~ a%9) qnave: 
W (a@—2,). Le point & est intérieur aux cercles Co, Gy, Th. Si, 
dans les (séties Lo (a — Bo), Vila — @), By (@ — £5), on rem- 
place & par bot t— g, et qu’on ordonne par rapport da —~ Eo, 
on formera trois sérieg ideniiques entidres en &@— &) et dont 
Pune queleonque peut dlre représentée par 





@a(a — 8); 


cette dernidre série converge dans tout le cercle Ty intérvieur A 


(') Il est souvent commode de supposer que chaque corcle Contienne aussi le 


Centre du cercle précédent, afin qu’on puisse descendre Ja chatne on allant de & 
Ax, comme on la monte en allant de a, a &, 
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THIMES DRPENDENT UNE VANUIARLE. 
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Cy eb ad Cy, et y colneide avee Uy (tra) ch Bia). On 
7 i 7 ody ‘rie dae ap apie vos 
continnera le os minis Hean, eh | on parvi ndea ainsi, par an 
nombre fir iPopérations, it nne série entidve ena. - g, 





rr oS 
couveryente dis le eevele Pde centre § intdriour aux 1 
i : 2S, mldricur aux cercles Cy 


eb Gy, eb eaineidiad, dans eo cercle, tink aves ty 





ps ity) quiavee 
We oe). Ta proposition est démontede. 





O38. Nous venous de voir qu'il existe ane fonetion Je) qui, 
pote Tout pont retdrieie soit cercle Gy, satk au eercle Gy, eotn- 
chle soll aver Uy Ge. ory), seth ayer W Ge - ay), soit avec les 
deus, si le potato est ada fois interiour aux deus eerctes. 

Pour ua point dela etreonfirenee da cerele Ca stlad a Pintéd- 
viene cha eerele (i), on doit prendee pour définition de [(r) la va- 
leur que fourndt le serie Gy Ge ey). A cause de tt comtinuitd, on 
york que, sila série Wy Cae ry) se trouve dire converg 





mle en ee 
point, elle fourniva le netine déeterminaion, cone il résulte du 





nel theortine d'Abel, en suppasant qivon s'approche du 
point een siivant te rayan die cereale Cy qty aboutit. Mais ta 
aétie Wy Gry) peuta etre convergente en uenn point de Paxe 
constlérd, ef il free alors vecouriv a la seconde sévie Wy Gem ary), 

Les points situds sar Care de eerele CG), contena a Pintérieur 
miblibles 
Las ares dee ehieun des ceveles Gay Gey qui 





de Go, anneriient diew a diss observations 





wnt intdvieurs 4 





Pautve, pouvent étre effieds, et, dias lair limite pur les ares 
wadhints, wire que nous designers par le symbole 


tig BD), 


), jouissanl des propriétés 
qui snivent : Bn chip potut a iutérivur & Pidre considérde, la 
de tons les 
vom ly CON 
vergonle pouesd cpus la wdeue absolue de are soit suffisam- 
Tent petite. (Ua expeiine seavent Ponsemble de ces peopridids on 
distnait que la fonetion est efyadtere ena.) 

On dit aussi qae be atria Gada ate) esl condinude dans le 
PCa ay). 


ena defiant ae funehian auaivedsae / 











finetion ext Gnie, coutinme, et admet des dévtvé 





ordvasy ellis est divelopyathte on une serio enkidce ene, 





eerele Cy, have slic cured Gy, part last 
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54. IL est A peine utile de faire remarquer que, si la série 
Qy (a — wo) = ay Oy — By) Het Ay (@ — Bo) ries 
est continuée par la série 
D(a — xy) = bo by (@ ~~ @y) Fb Oy — ay )P ee, 


les séries 


Ly(w—mo) Cw—a) wes 


dérivées successives de la premiére, scronl, de méme, continuées 





par les séries , 
Q(e-—a), P(e —ay), 


dérivées successives de la seconde. 


De méme encore, si !’on pose 


ay a q an al 
Dole — wy) = — (@— @y) + —(@— ay) (we “be 
Dole — wy) 7 (@— &) ra ee x “ea § 0) 

by by ba 
D(a — a) = — (a — ay) + —(@— 2 Pret B-~ Berl, 
Vila 1) 1 ¢ 1) a! 1) i wai & 1) 


la sévie 9 )(a— a) sera continuée, dans le cercle Cy, par la 
série 

Qil(e— 21) -- Vow — 0), 
qui, au point a, coincide avec elle ainsi que ses dérivées, Dans 
Je eas oft le cercle C, contiendrait le point ag, les deux sérics qui 
se continuent deyraient étre égales pour = ag; on aurail alors 


91 (#9 — 1) = — Doar — a). 


55. Ona supposé, dans ce qui précéde, que les cercles Cy, C, 
étaient les cercles de convergence des deux sérics Go (a — 2p), 
®, (@ — x); mais il est évident que tous les raisonnements sub- 
sisteraicnt sans modification si l’on avait pris, & la place du 
cercle Cy, un cercle concentrique de rayon moindre; puis, aprés 
avoir déduit de la méme facon la série G,(@— a) de la série 
@(a —.%), Ala place du cercle C, un cercle concentrique plus 
petit. 

Si Von continue a supposer que les cercles Cg et C; sont les 
cercles de convergence des deux séries 2y(@ — x9), \(a@ — 2, ), 


SHINES VONT LES TRIES DEPENDENT D'UNE VANIADLE St 


on peut Gite nie remarque intéressimde velutive aux rayons Ry 
ety ale Gy et Gy s . 
Leocerele Cy ctaat, an motos, tateremement langent au 
cevele Cay Ona 
Wyo fury raf. 
On a, demesne, 
WoW fay ule 


Celi est evident, at le eereke Cy ne contiont pos cey sen datéeteues 


dans decay conteatce, cette tae galite eesalte de ce que Pon wurail 


pudéduire dinate ty Qe eile bestia ey (rey), comme on 
wdeliit Wy (ae Vale Cae eye a poserail 
Wye rye Wa ry oe rad 
, WE tae ry) 
Wea ry) ' ' ae eee te ee 
ede my) 
a t 
f fy lt tee 
Len! WI bay 


eblastvie qui Apis dans le dernier nem bre sa 





Hit identigue, terme 
per bernie Ce ad painqine fee detty fonetians @) Ge ey). 
ayt (vr 
ma 


levis ddvivers Cha 





wy) tlotvent, pour ye ey Clee gales, ainsi que toates 


OG. Si Pou preoed wi point ey salérivar a Maiee (Ges Gay) et si 
Vout constdeve: ta atiete 
ey ty 


patio ne oy gu repeternite er ey eb Wi euvirons dmc 
diate la diaetion (Ce, el peut aceiver pine be vevele de convergence 
We Water alepeens Tite G0. Ea ce qui permet alors 
(éloadies Pate dios Lopueti: la denetion fied vst definie, EL Pon 
ped conti ated. On convevra Pailledes pfs fuetlement lit 
posible che cette eatesion paar des remirques yne incas allons 
fates chose tiie et abaie be suet, 


Considdriem ines portion (Ad de pda dimiba: paw ad pla- 


C1) ME Vode dente oie geet Pes divs od povdtiinns ytd petit eenqer dane te 
sereb RL, a plaapae yosdtioas ayesgicnhee ane vston pene Hy. TH xdautte de be 
Tee prec Steate pie De finite onriouie ote Prteecmble des valeurs ile By 
rel a icidhiaidse yar ba Hisate tober ale eet rascabhe vot ay Title gad 
Wet ileurs abloade: pea cancun pad fafererte a 0. 


TreeM ot h 
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sieurs contours, mais d'ailleurs connewe, c’est-d-dire telle que l'on 
puisse toujours joindre deux points inkérieurs 4 (A) par unc ligne 
brisée située tout entiére dans (A) eb n’en rencontrant pas le 
contour. 

Supposons qu'une fonction f(z) soit définie pour tout point « 
appartenant 4 (A) ow A son contour, ct soit Lelle quwil existe une 
série &,(a— a), convergente pourvu que la valeur absolue de a — a 
reste inféricure A uncertain nombre posilif fixe 7, indépendant de 
a, aussi petit qu’on le voudra, ct que celle série ail les mémes 
valeurs que f() dans le cercle de centre a el de rayon 7('), 
Nous dirons que la fonction f (2) est holomorphe dans l'aire (A), 
et sur son contour. 

Soit une seconde fonction 9(z) aussi holomorphe dans aire 
(A) et sur son contour, le rayon de convergence des sérics entidres 
par lesquelles on peut Pexprimer aux environs de chaque point 
étant aussi au moins égal a7, 

Si en un point a, intérieur (A), les deux fonctions /'(2"), (a) 
sont égales ainsi que toutes leurs dérivées, elles coincident en tout 
point de l’aire (A). 

Autour de ce point a, en effet, dans un cerele de rayon égal ou 
inféricur i 7, les dewx fonctions sont représentées par la méme sé- 
rie entiére en @ — @; soit maintenant &un autre point intéricur A 
(A), on pourra relier les deux points a, b par une chadne de cer 
cles, tous de rayons inférieurs Ar et tous intéricurs A l’aive (A). 
Dés lors, le raisonnement employé dans le numéro précédent pour 





(*) Toutes les restrictions que nous faisons ici, comme Ic lecteur s’en convain~ 
cra sang péine, ne sont pas nécessaires; elles sont faites pour (acililer le raison- 
nement dans.une théorie dont nous ne voulons exposer que Jes parties les plus 
essenticlles, 

Ainsi la fonction f(«), définie dans laire ((C,, G,)), dans le ne 53, ne salisfe- 
rail aux conditions imposées que si l’on substituait aux cercles C,, G, des cercles 
respeclivement concentriques, mais de rayons moindres, 

Ajoutons encore qu’en parlant de courbes qui servent de contour ou de lignes 
@intégration, nous supposerons toujours que Van a alfaire d des lignes formécs 
d'un nombre fini dares de courbes simples, comme des portions de droites, dares 
de cercles, etc., ou, plus généralement, d’ares de courbes analy tiques, c'esl-i-dire 
telles, que les coordowndées reclangulaires dun de Icurs points puissent s'expri- 
mer par des séries entidres, 1 coefficients récls, par Vapport & ua paramdlre 
réel 2, lequel ne doit varier que dans les limites ot ces sérics sont absolument 
convergentes, 
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prouver que, au point & les deux séries @(@— 2), Bila — 2) 
avaicnt méme valeur, ainsi que toutes leurs dérivées, subsiste éyi- 
demment; en allant de cercle en cercle, on voit que les deux 
fonctions J (2), (a) sont représentdées, dans chaque cercle, par 
la méme série entiére. On voit aussi ailleurs que ces deux fonc- 
lions doivent coincider sur le contour de (A). 

‘En particulier, si @, (x — a) est la série entidre en 2 — a qui 
yeprésente la fonction J (#) dans le cerele de rayon ret de centre 
a, Végalité 

f (2) =Va(a ~~ a) 


devra suhsisicr pour tous les points 2 qui sont A la fois situés h 
Vintéricur du cercle de convergence de la série eta Dintérteur de 
(A). Sion considére un cercle de centre @ et situd tout enlier a 
Pintéricur de (A), Vapplication évidemment légitime dela formule 
do Cauchy ; 





ott Pintdgrale est effectuée le long de Ja cireonférence dece cercle, 
dans le sens direct, montre que Pon a, pour lous les points 
inléricurs a ee cerele, 


f(a 





Lie second membre n'est autre chose que la série f(a — a) etlon 
voil que le rayon du cercle de convergence de cette série est au 
moius dgal dla plus courte distance du point @ au contour de 
(A) ('). Le rayon du cerele de convergence est méme nécessairve- 
ment un peu plas grand, en raison de Vhypothése quia été faite 
sur la fagon dont Ia fonction f(a) se comporte sur le contour 
de (A). 

Si maintenant on part d’un point & intérieur a la fois A (A) et 
an cercle de convergence de la série Ga(a — a@), etque lon forme 





@) Cette derniére conclusion pourrait se déduire, en ne faisant intervenir que 
‘les propositions appartenant & Ja théoric méme des sérics, du th¢oréme énoncé 
dans la note du ne 55, 
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la striae 
. Wiha) 
WG by Mabe ads trot 


om air 
Wace by foes 


pour tous Tes potnbie situes ada Tots dans (AQ etd Piatto di 
corel de convergencr: de laoatrie % Ce Aa, en sorte que, dans 
(A), ln continuation ie ln fometion Wc ed elects comimne 
tha dle expliqué duns des we Bet OU, sera targades fonrnie parla 
fonation {Ge). 

Suppesons entin que Maire CAG satt Tinaitte pagan eater 
simple, Alors, si Pont parti potato tatoiear joo A5 pour aboutiv, 


A), 





en sutyvanl une courhe nil tae hes pots aqepartivunecat | 





un poi. appurtenant wmsd a, Thotelpeale 


\ . 
[fu ahh | Pivids 
4 vn 
ser, counne i) edsalle da thdariine fdbaneutal le Canediy one les 
internals proves etre des Tonite doagaiudives, debt pertiantes dete 
canebe (7); elle définine done ane tation Fre) seniveapiee dans 
Maire (A) eb Pan suit, pa la theorie de Couch, spiiceette Lrvnsettanas 
est holomorple dans (A), 

On aeriverdt asses fiaileannt a agate acttie bagetion Fle) 
er-eontinmil dais Pave (A acai oyna ca bender ing oa) 
qui pour derives, lane he cerehe dle centiee oct die payer ay lit 
de Ga Gr oA eb rehoen sisal nn pratide yin esplique 
tomttoant long at Gy nis labeoritia ce sti beet, 


HT. Considévons autiateriunt sles partions obs pan ON, (tty 
limitées chaviuin: par au cuntaay staple et sheax tavtie £0e) 
Qe) holomorplies chiwiiie dhe Pidve corcrspenubaates et si 
seme contender, we seris quiet fixe hates de dvvnier nitude, 

Supposeus me les dens adves CAG CUE enepeattteat Pina stat 
Vinitre et ive dn poink a ditérisie i da teis a GA got iG de 


deux fonctions fbr), por) seregilakgsiden inant sprue Pantes baie leet 





véos correspaniliutes, Alurs thiaest lair, por be rsaven ya fecdent, 
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que les deux fonctions ne cesseront pas de colneider, ainsi que 
joules leurs dévivées dans loule la région (G) commune ata fois A 
(A) eb a (B), et dont tes différents points peuvent dtre rel 
par tne figie brisée dont tous Tes points apparticnnent ala fois a 
(Ay eb ad CB). 


Supposous Pahord que les deux aires (A) et (B) waienl pits 





a 


(autres points communs que cous qui apparticnnent a la région 
(G) ainsi ddfinie + on pourra effacce la partic du contour le (A) 
qui est dans (1), celle du contour de CR) qui est dans (A) et dans 
Paire 


(CA, 1), 


dont les potnts appiudtionnent soit i (A) soit 2CB), on aura ddlint 
une fonction holomorphe [Ge), dguled fGe), a Ge) ouaus deus 
fanetions /Ge) eb p Ge), suivant que le point a est duns (A), dans 
(18), ou Ada fois dans (A) et dans (B). 

Mais, si les deax aires (A) et (1) ont une autre région commune 
(l ») le 
de fots duns les aires (A) et (B), rien, dans ce qui préedde, n'nuito- 
ise a dire que, dans celle région (11), les deus fonctions /Cer), 
e(r)cotneident, 1 pourra, siivant Jes cireconstinges, en dlrs ou 








e que Pou ne ptt y pinétrer on juartint de eeot en restau & 





wen dtve pas ainsi, eb i fade se gacder, dans ce dernier cas, 
Welfaeer les portions du contour de (A) ou le (B) qui Himitent la 
région (D), Ou voit, sims que nous insistions davankige, comment 
ttle thou, a notion de eedpire, que Hous suppo- 


stata de ee 





sons (ailleurs fimiliére au lecteur. 


S8. Dannous ti exemple des métiodes et propositions qui pré- 


cédent. Partans de he série 





We) 


thins laquelle le cerele de convergence Ga évidemment Punité pour 
elu, ana pour les dérivdes 





rayou, Enum point at inlérionr a ee ¢ 
BUGGEssi Ves 
Weary er den 


Wr) Py ene wi. aya U 





sang 
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ob par suite, 7) elit tin point iateriean i, 


. ee Pie ty at Bae nya 
BE BE) | J Cb yi bap aye 
mooie (lM) 
1 





On voit ailleurs que la seete 


(didre eu ve fy sb convergent tant ape Tana 





slilire lant que de poiat est site a Uintericn dicccreh Gy, 
ddcril die potat vey came eeutee ef fooestut pete he qemu 1, 


Alusi le ecrele de converyeine de dic ierie 








Woy 


est géncrlement evtericar en partic iti errede Cot beac a aunt an 
premier moyen de continuer difonction fic en dedias sda vepehe 





G, moyen dont on pourra d'ailloars paarartiver plas ban Vapph 
tion, 

Dantes part, sie ast an Potul quelemapae exter en inte 
riewr at cercl: Gy mais let tautetais Palfise ave pore needle angie. 
lve ot plus petile apes (ait ty, daca ne 






entire en ye 


lion 





ive Guat que a eest siti a Chatiriewe ada eine be C2 sheen dade 
f° comime eenlee ek pausiait pat de pasiiat Boek resnaage: ba lg ieee 





Powe 


par rapport dade a ( 
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les fonetons 
Wee, ( 





ont ena toutes tears dévivées dates; on en conelat que, au dési- 


fiat a la fois les conditions 








pia) par ee adie valeur cles yd 


Peefe de fe] pte], 


Jes dows fonetions 


coincident aint que leaes drivers 








au point a, Elles cotneidens, par 





consequent, clans toute dacréston camaimmet leas eereles respac- 
in i 





liverment concenteiqaes aus deus eereles Goel Got de rayens in 
peu moindeess par site entio, en paint queleonque de la végion 


commie ai deus eeredis (i laquelle tonltent le point we Si 





Von efface les portions the deus eireontirences C, Go dont ebacune 
mvtintérieure an cercte deat elle ge fit pas partie, on a defini 


dans Pare 
be, on 


une fonction unique 7 Ger felamorphe dans cete aire mais non 
stir le eeaboter, 

Si Ton avail pats coomne pobit ean point Caflive réelle uégi- 
Vive et plas petites que on, iE nvexisterait pats de paint a; clenl 
protreptod teas avis evedit ces valemes dee’, 

Si Pon emeodére nudedbenint an autee podat ce! bel que la civeon- 
fereice C' ddevite cba potatoe” canine centre et passant par de 


point poraih Gutie pund omit aulee que ce dernier point 





aver fn resto PO OE commana: as deny cerebes C, C4 al, si 
Pp , s ’ 


Pau desde paw fein podat ibsrisue a tie fats any ets tercles C, 





CY on seit qaie tes deans aives Timilees panedles contrary simples, G" 
pL (CC Cy, mnt en gcaetral ews parties comanines + Pune 
contiont fe poiet dg bes paints de Pattee ne penvent dire relids 
an wind Aue franehiv de rentome de Tune on de Pautre dys 
Hex aires, Mans lie premitre, les fonctions (Ger) el 


1 


a ) Pah) 
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colncidents rien wautorise a dire qu'elles cutacident dans he se 
conde, et, en effet, elles n'y cafnentent pas. Nous le savons, 
ailleurs, par les proprittes bien connie de be douetten aon ani 
voque lop (tebe), eh nous ne now errMtercin: pas a raontrer com 
ment le procédé préeddent pourrait permetice de be recannaitre 
direeloment. 

5Q. 1) nous reste encore, pour termine ce sap, a exphiypger ec 
quid fut entendve par contianer de dong Cane corrhe ane tone 
lion définte par nae série QyGer ry), eutitee ene. 

Supposous (te Tes ports egy yy a ty ceateat beveentyes pes 
peelifs des eereles Cay yy ce, Gy format sine edeedoees Cae ni), 
osteledire lols que chacan de ces cereles contionnaie: he cong adi 
cevele suivant; supposons, en nutee, qe Les astro 


WiCareen), WCE ry a Baa aya 


soient reapeclivement convergentes dans ees cercles, ef ype ehae 
cune ail été déduite de la présente pa coutiniterttar, le sure 
que Pon a, par exemple, 

Wty ny 

sya ced ‘ nce rn 


WE. app 


Wyrm ty) ss Wye 








Knfin, supposous les POR Peli cee ty abies ane on ane de 
courbe ($), commeneant an fod egy finite peat ey et it 
lisfaisanl anx conditions suivantes ¢ 

A. chaque valeur de Pur s comple a pantie ey, rerresparl 
wn point unique. de la courbes, Base Uepliciod ae dit eoarlae de 
fagon que lure s aranilisse dni mittee Conte, cae reneantre 
successivement, et duns Pordre inediggné, bie 
on dderivant successivement lies aren sey, ay wey Pei 
Pespectivement contenus A Dintévien des eerelen Gay Gay eee 
Cay. Sil avvive que deux de ces ares se HOTEL, ton repatrdia 
comme essenticllement distinets le point du premian et te point 
du second ave qui coincident; eas deux points se distingnerant 
par la valeur de Pare $, qui nest pas da mete penne Tien ot prone 
Vantre., Convenons encore, si f est un potak quedeouries de ta 








SMO ep ay cep lay 
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valeurs Loujours croissantes de l'ave s, de maniére d obtenix, 
toujours par le méme procédé, me suite de séries entiéres en 
LAB BH Byy ry B Hy, elLenfin 2 — 2,, 


Lo(e— x), Pr(w—axy), Px(@—ah), o, Pr(w@—ai,), Palwe—tp), 


la derniére série ne peut qu’étre identique A la série Qn (a — an), 
trouvée au moyen de la premiére suite de points. Ona ainsi une 
idée trés nette de cc qu’est la continuation d’unc fonction, donnée 
par un premier élément @y (2 — 2), quand on suit une courbe 
déterminée, en supposant que cette continuation puisse se faire. 

On concoit (ailleurs que, en suivant dens chemins différents 
pour aller du point ay au point zy, on parvienne en ce point avec 
ileux séries différentes, entidres en 2 — #n, quoiqu’on soil parti 
du méme élément &y(e — 2). 

Sila courbe (S) fait partie dune aire (A) dans laquelle on ait 
dcfint (n°36) une fonction f(z) holomorphe dans (A) et sur le con- 
tour, et si on part de Pélément Gy(@— 2x9), qui coincide au 
point 29 et aux environs avec J(2), il est clair que la fonction 
que Pon définira ainsi le long de Ja courbe (S) coincidera toujours 
avec f(x), cl, dans ce cas, si l’on aboutit au méme point 2, en 
suivant deux chemins différents, appartenant tous les dewx entid- 
rement & Vaire (A), on arrivera en By avee la méme série 
Wa (e —~ an), 


60. Reportons-nous maintenant an commencement dun §6, 
oul, en partant d’un élément Go(% — ay), nous avons cherehé a 
continuer Ja fonetion que définit cet élément dans le cercle de 
convergence. 

Hl peut se faire qu’on parvienne, par une série de continuations 
successives, & définir dans tout le plan, sauf certains points, ccr- 
laines lignes, certaines régions, une fonction univoque et régu- 
ligre partout, sauf pour les points, lignes et régions exelues. 
Quant aux lignes de discontinuité, clles peuvent dire de diverses 
natures : les unes ne pouvant étre iraversées en aucune fagon, 
comme dans l’exemple de la note du n° Bi, tandis que les 
autres, qui séparent deux régions dans lesquelles la fonction est 
définie, pomraient étve traversées sans obstacle par une ligne 
suivant Jaquelle on pourrait continuer 1a fonction par le procddé 
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du numéro précédent, en parlant d'un élément velaul dun point 
de la premidre région, mais avec celle circonslance, que les sdries 
que Pon trouyerait ainsi, apres avoir traversé la ligne de diseoni- 
nuilé, ne coincideraient. plus avec les sérics qui ddfintssent Ta 
fonction dans la deuxiéme région, 

i ye 
+) une série 


Nous ferons encore la vemardquc suivante : Soit @ ( 


+ 1 
entire cu - > convergente lant que Pon a 


[wo A, 





of AC est un nombre positit, Désignons par cy la région exid- 


rinure an eercte de rayon A déerit du point O comme centre. On 
. if hose + 
ie () définth ane fonction de la 


holomerphe dans toute aire limite qui fait partie de at. 
sans en alloindec la limite : celw résulte, si Pon veut, du théo- 
réeme du a® 40 sur la composition des sévies. Imaginons mainte- 
hank que, en partant par exemple Wun élément de fonetion 
Wy Car aty) eb on appliquant le procédé de continuation, on par- 
vice dune série Vala - 





ohseevera @abord que da 


variable 








ty), pour laquelle ay appartionne i ste 
el Lalle que, pour tous les points de cercle de convergence de 
cette scric siluds dans ab, on ait 


ra) 2 @ ( ‘5 


ibest clair qwon pourra alors appliquer la preposition due n® 87 


Qe (ar. 





el que, st Pon continee Pélément Vy (a aa) en restant dans ck, 
par exemple a moyen d'une chaine de cercles lous situés dans eh, 
on trouvert loujours des sdries Weta -- va) pour lesquelles on 
auea 


Vote 





dans la région of les deux membres ont an sens, et Pon pourra 
t 


repardar élément w( lui-méme comme fournissant la conti- 





nuation do la fonction, dont la partic que Pon considdre est dite 
alors réguiidre an point 
M, Weiersurass entend par fonelion anadytique ensemble de 
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toutes les sdries telles que 


Tale — aq) 





que l'on peut déduire par continuation, soit d'une fagon, sait 
une autre, d’un élément {,(a@— a). Nous avons déja fait ob= 
server, eb nous Je répétons ici, que, dans celle expression fonc- 
lion analytique, le mot fonction n’a nullement le sens que nous 
avons donné A ce mot dans ce Livre, et qui indique seulement une 
correspondance entre deux variables telle que Pune des variables, 
Ja variable indépendante, étant donnée, l'autre variable, la fone- 
ion, soit donnée. C’est ce dernier sens que nous conserverans 
toutes les fois que Pépithéte ahalytique ue sera pas accolde an 
mot fonction. 

Il résulte bien nettement de ce qui précéde que l'ensemble des 
séries, qui constitue une fonction analytique, cst déLerminé qual 
on se donne une de ces séries; en d'autres Lermes, une fonetion 
analylique est déterminée par Pun de ses: éléments. Comme on 
peul continuer une fonction en revenant sur ses pas ct passantile 
£_ 4 ao, au lieu de passer de ay A Xu, on voit bien que la fone 
lion analytique est déterminde par un quelconque de ses ht 
ments. 


V. — Application aux équations différentiolles lindaives. 


61. Le procédé de continuation d'une fonction donnée perun 
élément Dy (a — 2), e’est-d-dire, au fond, par la suite des coulli- 
cients d'une série entidre en 2 — Zq, West guére applicable dire 
lement pour reconnattre les propridtés de la fonction qu’on en- 
gendre ainsi, en raison de la complication éyidente des caleuls 
quand on passe d’une série A une auire, ct Vimporlance de ce pro- 
cédé est surtout théorique. Il sert, par exemple, de base pour éLa- 


blir Pexistence de fonctions définies par des équations diffiven- 
tielles, 





Nous n’ayons nullement lntention @exposer la théorie de. cus 
fonctions. Nous nous hornerons, pour donner un exemple, d con- 
sidérer les équations différentielles lindaires et & établir le thia- 
réme fondamenial relatif A Pexistence des solutions de ces équa-~ 
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lions (4), théoréme qui nous ser utile plus tard > nous nous eon- 
tonterons, Waille 





rs, Wniquentent pour éyiter quelques langiears 
Weéeritire, Vexaminer le eas Pune équation différentielle due se- 
cond orders, Les raisonpements qui suivent siélendent, sans difli- 
eullé acne, wes équations ordre supérieur, 

Soit dane 
Pov py egy co 


une Gquation difftrenticNe Tinéaive homogéne du secoud ordre, 
Supposens que poet ¢ soient des fonctions dee développables en 
series euiiéves en eo absofament conver 





eniles: pour Lou las 
les valeurs de qui satisfomt dla condition 


Jorscayp i 


Nows allows montrer que, en désignant par yg eb ty dleuts nombres 
urbitmaires, tb esiste nie série de te forme 


el tyre ty) th MaGe ta VEL tye on 





wees 








dins hyuelle les coefficients tay ay ee sont parfaitement déler- 
mings, convergente pour Hautes les valeurs dee qui satisfont a 
ta condition prevédente (saul, peulatre, celles pour lesquelles 
Peépalitt a liga), et qui, pour loutes cos valeurs, vérific ten lique- 
nee Peéquidtion dilléventielle, 





On voit Pabord, cn faisant fe elungement de variable 
wee atg tHE, 


yp chiage Péquation proposde en ine auive de méme forme, que 
horner f examiner le ens at Pon a 





Pou pusat se 
we dy en 
Soient done, dian cette lypathése, 


Boo pe peti Pb ees 
yey ge 





(4) bar Uterine ales tapautions WiNrontiolles Hnvtives, an padutile yae des va: 
tintdes dimaginaives, eat dws aM Faeloy, ati Va tvedappee vhans ue série de 
Meriaites doat te prensiey se (renivar dias fe lon Gi tu Jovnec? dle Crefte. 
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les séries A termes posilifs 





P| pole] pif [Pal tees 
Q= [Jol el yifrpes eh | ya dae 





t 


étant convergentes. 
Cherchons a satisfaive identiquement & Vequation différenticlle 
par une série de la forme 





SO ye ya ole Ugh, 


Mo, Uy Glant des nombres donnds, In premint les dévivdes pre. 


' 


igre et seconde, puis substituant dans Péequalion dittéventiolle et 
écrivant qu'elle est identiquement vérifide, il vient 





Te2 Ug [iy ty ri- Joy = 0, 


aebitg whe Pack (Prete gy) tel gy tty a, 


(1) 


(21) Ruy -b (n 1) Po tye ot [Cae a) pry Yol la» 


eel | Paead Gants | Ya ydy oa, 






ob [(2 3) poe gi | tty. 





Ces équations, of Pon doit regarder ty, i) comme des donnties, 
déterminent successivement el sang ambiguité los coefficients yy 
ay ery Uns coy Obsl la sete 


Honk Updo aah yy 


atusi formée ast convergonte, il est elvir (velle verifier Peep 
lion différentialle, Nous allons montrer qvelle est absoliment 


convergente pour Uensemble des valeurs dee qui satisfont ate 
condition 





a 





Soient, en effet, Act B des nombres positifs Superiours on deus 


respeclivement A P et A Q, el, par conséquont a luls {gal pour 


loutes les valeurs de 2} solent, en onlrey vy vt deus nombres 
positifs dgaux on supéricurs a [dof eb fry}. Gonstdérons fas apni 
tions 





Teaegss App p Hoy, 
23% ON Ae CA DB) ope Diy, 
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a9 


nh [Ct SAAB] Oy gee. + (A +B) 014+ Boy, 





iL est clair que, si lon détermine les quantilés v9, ° 
parces formules, Lous les nombres ainsi tr 
que Von aura 


By trey May vee 

ouvés seront positifs ct 
MS | uals 

A 


ov Péquation qui délermine ¢, peut s’écrire 


(abe Deas 





A[Qa 1) uaa Ga — DDOpm—ahe te My] 
ABD Cy-2-b Py tee te My] 


en retrunchant, membre & membre, de cette équation celle qu'on 
ew déduit en changeant 2 en nt, il vient 


(1) aeg es (aI) [Aa 2] Pn + Boyes 


ainsi, tl suffit de supposer A: 








“2, pour que ¢y soil supéricur & 
Sooty Quel que soil a, supposé toutelois plus grand que un, Ona 
ailleurs 





Vag hope . 
le rappoct ae * lant infdmieur Aan, on voit que, lorsque n aug- 
a . 


mento tadéfiniment, le premier membre a pour limite l'unité; par 
stile, sia est un nombre posilil plus petit que un, la sévic 





forts OL eee Pg art le 





esl converpontes li série 





Wyck aye park ly Gh tess 


est done absulument couvergente si la valeur absolue de # est 


moines que un, Le Uidorénie est démontrd. 


62, Ta valeur de ey Urde des équations (1) est évidemment de 
la forme 





tin es dlog tab Ubn te; 


od sb, eb ub, sont des fonctions des cocffictents poy Pir ++ Yor 
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1 wi 4 ql . . 

Gis oes. Si Pon suppose wz, = 0, uy == 1, Uy se réduil & clas de 
: duit a . 1 . 4 

méme il se réduit A thy 81 ug== 0, w= 1; il résullte par conséquent 


du théoréme précédent que les séries 





ch (@) = 1+ hg et dhgat+. + oly a+... 


Ub (@) = @ + hye? hg ad. Up ett... 
sont convergentes pour les valeurs de # qui vérifient la condition 
fe]<r, 


ct la forme générale des solutions de Péquation différenticlle, qui 
peuvent étre représentées par une série entidre en a, sera 
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D'ailleurs 
o(ay=(I— we Bre + Pov?-+...) 
et (Bi— 1) + (Ba fii). (Bam Paar) aPeraes 

Wot Yon conelut que les coefficients des diverses puissances de er 
sont au plus égaux 4 unité, en valeur absolue. Ce que nous vou- 
lions établir. 

Il résulte de 1a que si, dans la série 
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salisfait aux conditions 1° et 2° du n® 38, Tin effet, on a vu que la 
strie formée par les fonctions wy({#), quand on y remplace les 
coefficients des puissances de par leurs valeurs absolues et x 
par A, a une somme moindre que 


A 
ay 


my | ay| 
[a,J —A? 














or Ja séric 4 termes positifs 
y 
A 


m Jel 
wy 


[ay] —A 








var 


est convergente, puisque, par hypothdse, if en est ainsi de la sdrie 
a termes positils 








Vero 

ST A [Pty 

id —| 5 
ay 


y 


et que le rapport de deux termes correspondants dans Ics deux 
séries a pour limite l'unilé quand y augmente indéfiniment. 

La nature du produit infini W,(a@) est ainsi bien misa en 
évidence; il peut élre remplacé par une série: entidre en a, conver- 
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Ces conclusions s'appliquent aw produit 
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en sorte que Pon a 
G(x) = b,(ae)V,(w), 





eva la dérivée logarithmique de G( 2), savoir : 


Ga) _ Oe) Wa), 
Fa) ~ By * cw) 








On voit dabord que le produit infini G(z) sera uniformémeut 
et absolument convergent pour toutes les yaleurs de x qui satisfont 
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Paisque &,(z) est une fonction transcendante enlidve de 2, G (a) 
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pour toutes Jes valeurs possibles de @, puisque A est arbitraire. 
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pour toutes les valeurs de x qui satisfonta Vindgaliud, ct, par stile 
encore pour toutes les valeurs de 2, saul les valeurs 
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nun autre produit infini ou en une antre série, en groupant en- 
semble les facteurs ou les termes, on pourra appliquer les mémes 
régles de dérivation au produit infini transformé on a la série 
transformée. Quand on ne tient pas compte des r —1 premiers 
facteurs du produit ou des »—~1 premiers termes de la séric, la 
chose ressort, comme nous Vayons fait observer plus haut, des 
n’* 38 et Ad, lorsque a est intérieur au cercle de rayon A, Mais Ja 
présence de ces » —1 facteurs ou de ces rp —1 termes, en nombre 
Jini, ne peut dvidemment altéver on vien Tes conclusions; ot, 
comme A est arbitraire, ces conclusions s’étendent A tout Ie 
plan. ; 





Puisque le produit infini G(z) est absolument convergent pour 
toutes les valeurs de w, i! ne peut s’annuler que silPun des facteurs 
qui le composent est nul, c’est-A-dire si x est égal a un. des 
nombres de la suite 
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et que le produit infini restant ne s’annulera plus pow #=ay, 
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que, en 2,, cette fonction prenne une valeur arbitraire différente 
de 2éro, il est clair qu'elle est la solution génévale de Véquation 
différentielle lingaire. Rien n’empéche d’ailleurs de faire rentrer ¢ 
dans g(2), en sorte que toutes les fonctions cherchées sont néces- 


sairement de la forme 
es) Ga), 


Réciproquement, une expression de cette forme, od ge) est une 
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satisfait évidemment aux conditions imposdées dans Pénoned du 
théoréme. 
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soil convergente quel que soit x, sont dits Sacteurs primatres de 
la fonction transcendante entire considérée, 
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est réguliére en tout point situé A distance finie; c'est done une 
fonction entiére, transcendante ou non; sion la désigne par D{a), 
on aura 


J(2)= me 





est ce quil fallait démontrer. 
73. Le Unéoréme de M, Mittag-Leffler (1) fournit lexpression 
Mune fonction uniyoque dans tout le plan et présentant aux points 
Uy ay ees Ay one 
des discontinuilds polaires ou essenticlles prescrites A Vavance. 
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conslant est nul, ct soit ¢ un nombre positif plus petit que la va- 
leur absolue d’un nombre donné a@ réel ou imaginaire. La fone~ 


tion 
T 
& Cm a 


est alors développable en une série entidre en 2, absolument con- 
vergente tant que Pon a 








En effet, le terme 


An 
(@— ae 


est développable en une série entidre en 2, cl, si Pon remplace, 
dans cette série, les coefficients par leurs valeurs absolues et we 
par @, on obliendra une série convergente dont la somme est 

[Aal 


Tala api 


oe 


@) Sur la representation analy ti; i é 4 
{ ; apres Ylique des fonetions monogénes uniformes 
dune variable indépendante (deta mathematica, 4, TV, p. 1). 
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ints par lenes valeurs absolies ete para, on obliondra un 
nombre positif dowt be varene dépend de ayel, en choisissant eon- 
venablenient ay) on pourra mauifestament faire que ce nombre 
soit infériour a tel nombre posiif ¢ que Pon voudva, fixe a Ma 
vanee, Ab Jordon, Weudine reste, qpunid on yremplice les eoelti- 





stents par leurs valeurs absalues ete Pacun nombre moine 
que @ seractil moindpe tpt sy 
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CONSIDERATIONS GENERALES SUH LES FONCTIONS 
PEMIODIOUES, 


TT, Désipauos par eine constante elle On imaginaires on dit 
que he tonetion univedie £(e) vel perialique eb qu'elle adimet la 


perviude ad Vana, quel que soi a, 
Pu ai Py; 

en chanel lanes cedte Velie gone ay on trouve 
Fie ay fin, 


BE NOET IS Ope ot ae et ante période. © a ost aussi ame période; 
OU VOLE itaad, en vhangeant men aden, te LOA vey Meaty 
Uy spin Pan dott avair, quel gue suit Moutier posilif ou 
ubyatil av, 

seer mney fia, 


CH sOele aur, abat eat ue poiriode, deers babi iene période, 
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supposée convergente, représenle une fonction admettant fa pé- 


riode a. 


48, Si une fonction univoque f(z) admet la période «, et si 
elle stannule pour w= Uo, il est clair qu’elle s'annulera pour 
w= Ug a; mais ily a plus: si zp est un zévo Wordre nde la 
fonction f(z), il en sera de méme de ug @. En effet, dire que to 
est un zéro dordre n de Ja fonction (i), c'est dire que, aux 
environs de 1, celle fonclion peut se mellre sous la forme 


fle) = (te ty )@ P(e to), 


@(ue— uy) étant une séric enliére en u— ly, qui ne s’annule pas 
pour @ = up, et ectte égalilé doit subsister pour toutes les valeurs 
de qui salisfont & une condition do la forme 


Ju tol <a, 


ot désigne un nombre positif au plus égal au rayon de conver- 
gence de la série (1% — Uy); or si, dans Végalité précédente, on 
change wen u— a, il vient 


Hun 


ct Pégalité des deux derniers membres devant avoir lien pour 
toutes les valeurs de z, qui satisfont A Pinégalité 





=f (u) = [u— (to a) CL a — (uo &)), 


[um (tok a) fey 


obtenue en changeant aussi w cn uw —~ @ dans la condition prévt- 
dente, la proposition est démontréc. 

Au reste, le méme mode de démonstration prouve que si la 
fonction périodique f(z), aux environs du point wa, peut étre 
mise sous unc certaine forme analytique 


P(t — tg); 


dans laquelle u— tg joue le rdle de variable, elle pourra, aux en- 
virons du point ug a, dive mise sous la forme 


[uu —~ (ug-r @)]. 


“ai la fonction /(w) admet un pale en u,, Vordre 2, et peul 


Tuy 
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se mettre aus cnyirous de ce pAéle, sous la forme 


A AY A 
Mt): of eed PEA OG. 
fur) (uo ayy Cutty tees tty Row 1) 
att Ay Aq vey Any sont des Gonstuntes el 0 (i a,) ung série 
eon iy, vette fonetion admetira le point yb e pour 





enue 
pale ordre a et, aux environs de eo point, pourra se mettre 


sous La forme 


A My Naot 


' Teed ey ere : 
Te ee C7 toon, oa! Vento), 


les eoustanles Ay Ay... An ayant Jes mémes valeurs que pour 
le pole ry. 

Poisque, sta estune peviode, iLenestde mdéme de aia, on dé- 
sigan par we un entior quelconque, if est clair que tous les nam 
bres vyel ate seront des aévos de mone ordres de meme lous les 
nombres ay fae sevont des pales de mame ordre, Chest ainsi 


que des zdrea de sia sent tits simples et forment deus progres - 





sions witbinetiques dont he raison conumune ester, que les advos 
etles pales de cote sont Cons siaipes et formentiles progressions 


arithindtiques dont fe raison est 9, 


TH. Ao surplus, lees mdi qu'on ne eonmadteail pas tes fone 
lions Teigonameétriques, la reamarqie si simple qui pedéedde, rela- 
live aus fanetions prrialiques en géndral, watnevail A los eonsi- 
(rer partie sede Cres nities, 

Onesten ellet nent, pace qui préetde, Ase poser le problame 
siviont: Coostritive tie foietion donut les zdros forment ine pros 


waion arithiattiqnie inddtinie. Si Ton veut, par exenrple, con- 





SUATre ie fonction triemeendiaite entire, admettinl comme 2é- 
ros diiplen le nibres 


eo 


etaven adetiont pitt autres, he chdoréuie de MM. Weierstrass 
(071) pevmettue? an obtenie ane infiniti’ dont la plus simple sera 


” 
' tt ( W\ in 
(ity ite Ht [l J ma t ’ 
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ot lenombre nm doit prendre toutes les valeurs entitres posilives 
ou négatives, A l’exclusion de la valeur zéro. 

Nous rappelons les conventions suivantes qui scront conslaw- 
ment adoptées dans la suile: le facteur primaire 


est mis entre accolades, de manidre 4 indiquer que la quanti 
quenferment ces accolades conslitue un facteur du prodeit an 


fini, au sens du n° 71; Paccent () dont est affecté le signe lj 


yent dire qu’on obtient les différents facteurs du produit in- 
fini en donnant A 7 toutes les valeurs entidres posilives on néga- 
lives A Vewelusion de la valeur séro : nous rappelons aussi, aie 
fois pour toutes, les propositions suivantes, qui ont été établies 
dans le n° 74, 

Les produits infinis, formés en appliquant le Undaréme de 





M. Weierstrass, sont absolument conyergents; ils définisarnt des 
fonctions (transcendantes) enliéres; leurs facteurs peuvent sre 
groupés comme |’on veut, et les divers groupements couduisent 
loujours & des produils absolument convergents, de mene sa- 
Jeur; on pent en prendre la dérivée logarithmique, como sil 
s'agissail de produits d’un nombre limité de facteurs, soit avail 
(avoir groupé les facteurs, soit aprés; tes séries ainsi furnites 
sonl absolument convergentes, saul pour les valeurs de la varishle 
qui annulent les facteurs primaires du produit, infini; elles sent 
uniformément convergenltes dans toute région limitée du plan aqui 
ne content aucim des points dont les affixes sont lex valeurs 
qu'on vient de dire, el dont le contour est A distance fine de 
ces différenis points; on peut en prendre les dérivécs tarme par 
terme et l’on obtient ainsi Loujours des sérics absolument et uni 
formément convergentes dans lcs mémes conditions que la yar: 
miére, ‘ 

En particulier, dans le cas qui nous oceupe, on aura, cn dési- 
gnant par o’ (2) la dévivée de » (wz), la relation 


(6) tate Wl ath 
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puis, en prenant les dérivées une fois de plus, 

dad ol(uy _ I . 

(e) ~ du Sta) Oy Wea 
a 


dans la premiére de ces relations, les accolades indiquent que la 
quantité qu’elles enferment conslilue um terme de la séric, et nv 
doit prendre toutes les valeurs entidres positives et négatives, a 
Vexclusion de la valeur 2éro, ce qui est indiqué par accent qui 
affecte le signe Dy dans la seconde, n doit prendre toutes les ya- 


leurs entiéres positives, nulles et négatives. Nous avons déja dil 
(n*67, 73) que ces expressions pouvaicnt conduire direclement aux 
. : ‘ eye, : en 

propriélés relatives a la périodicilé des fonctions a(t), aoe 
mais nous allons élablir & nonvean ces propriétés, afin d’indiquer 
un mode de raisonnement ct quelques tansformations de formules 
qui nous seront utiles plus tard. 

Remarquons d’abord que Vexpression mame de 9(u) monte 
que Von a 

g(— #) =— ve), 


so ea) : 
puisque, sous Je signe | I » le changement de m en — w revient 
au changement de 2 en — 1 cui n’allére pas le produit infini; 
‘ . : ' x y(t 
(iz) Glant une fonction impaire, il en est de méme de HU) yy 


wu) 
est aisé ce reconnaltre que cclte derniére fonction s’annule pour 


T 
== 53 ona, en effet, 





ve (+ (b-8) = Goats) 


ay 2 I . 2 ~i)= Ln 
+(G- * G-3 eee er 7p) * apa’ 


limite qui est évidemment nulle. 
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qui rest autre que le faeteur ge 





ral éerit seus ee signe, el dans 
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{ “ cr rare Aa 

Vey. ve pela) 
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dans de premier meaihee, 4 doit maintenant prendre lowles tes 
valeurs enbitves positives, mules 





ab ndatives, 
Mi premoet les dériveées loparithiniques des deus mombres par 
rapport iia, an obtiont la rehition 


x 1 1 , ‘ 
bey “4 \ boogtn pa) aaGan 
mod ft n n a ela a) ea 

n 
sli) 
wu)? 
les premiers arcribres des dey dernitves éealités, regardés comme 





que Pon déduit Paillenes divestoment ie Vexpression as 


des fonctions eee, sont evidemuent des fonetions périodiques, 
adetiont be nombre © poi periods; an eller le changement dec 
eh [by Alii ees preaners menibresy review wa chaugement der 
ere dee Gait aie reenter ian rats des factors ou tes tarmes 
alu produit mute daerie et oavalttre pos Le valeur de ee produitou 
le cette 
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On tronve de dimdme figan, en remarquant raeoare que le 


HO ey 


considérs commie une fonction deo, aduet Punit’ came pe 
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galled qui uontre ne te seeodd onde iat tolépenelane cle a, 
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In y Supposaml a van tranye piesa valeur est tlomen 
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conclu sins pine te ba Panetion yeaa vt porivdipae et admet 
Ie nombre deus comme Periods, hes fonetions fee] peat) al. 
melitaient Mauite come periade, 

Wailers, ba fonction YAM waddet pas Viutees peoiendees quite 
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core de da remarq tes qi a wordt a la feria, ban vlter, PU) ue 
Pentadmetive comme pevhale on nenber Ty Le 
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i 2 CML, 


mitix tan nontbee (qui ne serait [ue SHEE te ywal Cire nie porides 
en effet, Jueisey ans fa (nection ped ote pure vy edly leit 
s'aunuler pour louie pertedes oy dle s'il ape porte thie vite 
leuea cntidres dea, 

Ou vait coumment he favme senesisderee ite La fonts gc) met 
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relatives bt Piodieite, Oates Pruprietes apparacsinnt apie 
facitement stir cette fase et we ralbeliat id auties teruies anit 
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vaatige celle fanelion, qa went wietee eda qe OO cae TB), 
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nométrie, les formules («), (b), (c), (2), (e). On obtient ainsi 


(1) sionu= au PP (1 2)e 









U ou) 
(fy) nm colmi = -+5) —t.44f, 
ue un on 
n 
1, =) _ 
(th) (any? 
x 
i sina( 
(1) ental} — SINT WE) | umeatna 
sinna ‘ 
(ls) :| == n[leoln(u4+-a)—colnal. 


80. Nous avons dit que, si une fonction /(w) admettait une pe- 
riode égale a a, tous les multiples entiers de @ étaient aussi des 
périodes de cette fonction; il n’y a pas lieu de regarder ces di- 
verses périodes comme yéritablement distincles. Si Ja fonction /(w) 
wadmet pas d'autres périodes que celles-la, clle est dite sénple- 
ment périodique, ct lon dit que @ en est la période primitive : 
ainsi 2 est me période primitive de la fonction e() du numéro 
précédent, 2% est unc période primitive de sina. 

On peut se demander s’il peut exister des fonclions univo- 
ques f(t) admettant deux périodes distineles @ eb b, c’est-d-dire 
des fonctions telles que l’on ail, quel que soil v, 


Jiuray=f(u)  flerby=flu), 


el, par conséqnent aussi, qucls que soient les nombres entiers 2, 
n, posilifs, nuls ou négatifs, 


f(a ma-- nb) = flu). 


in disant que les périodes @ cl & sont distinctes, nous entendons 
simplement ici qu'il n'exisle pas un Lroisitme nombre « dont « 
el & soient des multiples entiers et qui soit lui-méme une période 
de la fonction f(z). Si un tel nombre existait, on ne dirait rien 
de-plus en disant que a, b sont des périodes, qu’en disant que « 
est une période..On peut sc demander aussi s'il peut exister des 
fonctions univoques admettant trois périodes distinctes a, B, ¢, 
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Wost-A-dlive des fonctions /(id belles que Pon ait, quel ye suib a 


el qquels que soient Tes pulers ney ny py 


Pit ont nh pes fits, 


En disaut que bes piriodus ade sont letinedes. an entond 
quelles ae peuvent pees Jeapriner feeites fects van Conetion 
linéaire A coellicieuts entiors die dears periadies de Sa, Sil en 
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i devs periods 
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les deux périodes a, b, elle admetira comine périodes tous les 
nombres ma -++ nb, en désignant par m et des entiers. En parti- 
culier, la différence de deux périodes quelconques sera une pé- 
riode; par suite, si Pon figure-Jes diverses périodes par des 
points, la distance de deux quelconques de ces points sera supé- 
rieure 4s, puisque celte distance est la valeur absolue de la diffé- 
rence cntre les affixes de ces points, différence qui est elle-méme 
une période, 

On cn conclut que, dans une portion limitée da plan, il ne 
peut y avoir qu'un nombre fini de points figurant des périodes ; 
en effet, on pourrait paver le plan avec de petits carrés dont la 
diagonale serait inférieure A ¢; or, dans chactm de ecs carrés, il 
ne pouty avoir qu’un seul des points considérds. 


88. Nous allons maintenant établir les deux propositions sui- 
yanles ; 


I. Sine fonction univoque f(w), régaliéve en un point io, et 
qui ne sc réduit pas A une conslante, admet deux périodes a, 6 
dont le rapport soit réel, il existe une période « de la fonction 
J(#) dont toute autre période est un multiple entier : en d’autres 
lermes, eclle fonction est simplement périodique ct # en est une 
période primitive. 


TL. Si une fonction univoque /(u), réguliére en un pointe, et 
qui ne se réduit pas 4 une constante, admet deux périodes a, 6 
dont le rapport soit imaginaire, il existe un couple de périodes «, 
6 do Ja fonction f(z), Lel que Loute période de celte fonction soit 
une fonction lingaire homogéne A coefficients enticrs de a, 6. 


1° Siet, & sont des périodes dont le rapport est réel, Lous les 
poinks ma-- xb sont silués sur la droite qui passe par les points 
0, @, 6; leurs distances mutuelles sont plus grandes que ¢; ily a 
done un de ces points qui est plus rapproché que les autres de 
Vorigine, puisque sur un segment fini de cette droite ayant son 
origine en oy il ne pent y avoir qwun nombre fini de points figu- 
rant des périodes. Soil « Paffixe du point le plus rapproché; tous 
les nombres ps, ot p désigne un entier, sont des périodes ; ils 
sont figurés par des points écuidistants sur la droite considéréc ; 
or, aucune période 8 ne peut étre figurée par un point situé entre 
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deux points consécutifs pe, (p -+-1)%, sans quoi la distance des 
points @ cl ps serait moindre que Jal, et, puisqae la différence 
entre les périodes pa et @ est unc période, il y aurait un point 
figarant une période plus rapproché de zéro que le point @; ainsi, 
toutes les périodes sont des multiples de #, en particulier a el b, 
qui ne sont pas des périodes distinctes. La fonction est simple- 
ment périodique et « est une période primitive (!). 


2° Si done la fonction /(), réguliére en un point, admet deus 
péviodes distinctes «, b, le rapport de ces deux périedes, et, par 
conséquent, l'une d’elles an moins, est imaginaire. 

Avant d’aller plus loin, il convient de se rendre compte de la 
fagon dont sont distribués tous les points ma-- ab, ae cl nr staal 
enticrs. 

Tous les points ma sont des poinls équid 
qui passe par les points 0, 2; de méme les points vb, sur ta dvoite 





stants sur la dr 











(*) On arrive 4 la méme conclusion par les considérations arithméliques que 
voici : 

5 > oo. . ¢ . 

Supposons d’abord que Je rapport z soit un nombre rationuel nf el p élant 
a 


des entiers premiers entre cux ; il existera alors un nonibre & tel que l'on ait 





Gaz ps ben ya, 


el il suffit de prouver que « est unc période pour démontrer que @ el & ue sout 
pas des périodes distinctes ; or c’est ce qui résulto de ce quil existe des outiors 
Pq tes que Von ait 

te ppl ad, 
cL, par suite, 

oom pla be g'b. 


* . . o.. ' 
Supposons maintenant que le rapport des deux périodes 7, Soil an nombre ir- 


rationnel réel p; la Undorie des fractions continues montre qwil existe des fractions 


P 


* . pp . . 
a lermes entiers 7 4 dénominateur aussi grand qu'on le veut el, tolies que l'un 


ait 


ta valeur absolue de pa — qb ou a(p—~qp) élant moindre que 


lal 
q 


peut Stee supposée aussi petite que Pon Yeut; mais, pa—gb dtont une période, on 
voit que cela est impossible si la fonction fe) est rdgulidre en quelque point. 
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période que ses sommets. Dés lors, si on le considére comme le 
premier parallélogramme d'un réseau dont Jes sommets auraient 


pour affixes les différentes valeurs de mak n 8, on voit qwaucun 





parallélogramme du réseau ne pourra contenir a son intérteur ou 
sur son contour (en dchors des sommets) aucun point-période, 
sans quoi, le point congrucnt du premier parallélogramme serait 
un point-période, ce que Vona démontré élee impossible, 

Ainsi, Loute période de la function Cu) est nécessairement de 
fa forme ma-tn 8, et Von voit en particulier que ectte fonction 
ne peat admetire trois périodes dislinetes @). 





umé, lorsqu’une fonction univoque f(z), régaliére en un 
point, admet. an couple de périodes a rappork Mnaginaire, i] existe 








démonstration arithniilique de cette deruidre proposition résulle le la 
tion de la méthode @approximation des fractions eontinnes ques voici, 
el qui cst due a M, Hermite. 

Soien &,, @,, +.) a, 2 nombres 
il suit par des fractions & Lermes cntiers eb de mame dénominateur 
entior posilif arhitrairement ehoist ct ze un des nombres Ly Wy veg 
pour 2, le nombre entier ddiint par les inéyalivds 








s quelcon gies; on peut en approcher comme 
soil @ oun 
ia prenons 









O55 a, 





si les parties cntitres des 2 expressions 


LR(ea— a), (i= aye), 





sont nulles, on en rostera 1; sinon on prenera pow 
la suile ty 2, 14.5 0, Si, aprds avoir essayé tous ced nonibres, auean (les 
systimes de 2 nombres entiers positifs moindres que £ , formeés par les parties 
onlidres des x expressions L (a, @;) West composé de nombres tous nuts, 
eest que deux systémes sont camposés de nonibres iden tiques, pnisque, aves les £ 
nombres 0, 1, 9, 10. T, on ne peut former que syalimees distinets dey 
nombres, cb que l'un de ces sysitmes est formé de» nombre nals; ja suite, 
dans lo cas supposd, il existe deux nombres a 2, pris dans lu suite 1,4, ...,4 
tels que les parties entiéves des 2 expressions 


Lae 

soicnt respectivement égales aux parties entiéres des v2 expressions 
: L (aja! 

Rate 


en résumé, on peut toujours choisir les entiers By By Wy ary 
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sina, ety minis lonte Jonetion vatfore, transcendante ou non, 
qua est donblement peériodique se rédall & une constante, 
Clest i ane proposition extrémenent importante, due. a Liou- 
ville cb dont Pillustre géomeétve a montré qivelle pouvait servir de 
principe pour fonder ta théorie quiuous accupe (9). Sa démonstra- 
Vion ost @aitleurs inimédintes vonsidérons en effet le véseau de 
pe ‘allélograntmes forme, comune ia @ud expliqué: plus haut, au 
mayen de deus périodes; une fonction (transeendante ) enlidre 





er evidemment Ginte dans le premier paralldlogramme ay 





res 
seas sa valeur absolue y restera inférieure Aun nombre posi 


fixe Ayel, A eanse de la pirindicité, cette valeur restara motidre 





que A dans chaque parallélogramme, ustedealive pour Wimporte 
quelle valens finde de la variable 2 or, ona vu (18 85) que, dans 
ees conditions, ane fonction Lranscendante entidre se réduit né- 
cessairement & une constinte; le théardine de Liouville est done 


démonted, 


ndantes eutiives, les fonetions 
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univoques: les plus simples, parmi celles qui admettent des di 
yées, sont celles qui wadmettent pas Pantres singulaeités & dis- 
lanes links que: des pal sauf en ees péles (et au point), elles 
sent partoul réveulidves 5 leurs poles sont neeessnivement isalds. 





Elles se comportent: connie des Conetions rationnelles pour toutes 
les valeurs fivies de la varinble, Rappelons encore qwelles peu- 
vent ates vegarddées comute fe quotient de deny fonctions entibres, 
ont ces fonelions que nous edt 
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raleurde ay les poles dle f(y correspondrondt wun zévos diy Wn), 
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se rapprochent naturellement Pune de autre; lout Cabord, elles 
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Or la formule (IT), si l’on y remplace w par 2u, devient 
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el en tenant comple aussi de la relation 4,-+ qa-+ ja = 0, Nous 
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Lorsqu’on se donne w,, 3, ces deux dermiéres sommes, ou, ce 
qui revient au méme, les quantités g2 et gy sont déterminécs 
sans ambiguitd. ' 


Nous montrerons plus tard que, inversement, si l’on se donne 
les quantités 





$2 el Ya, elles toutefois que les racines ce), ¢2, @3 de 
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soicnal différentes, c’est-a-dire telles que le discriminant 






16 83 — 97 83) = (g— eg)* (ey — 1) (er ~ &)? 
de cette équation du troisitme degré soit différent de zére, il 
existe deux nombres w, cl ws qui vérifient les équations (TVs) 
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et tels que le cocfficient de é dans le rapport 2 soit différent de 
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zéro (et méme posilif). La fonction pu, formée avce ces quantilés 
209), 20g, satisfera manifestement al'équation différenticlle (VIT,); 
elle sera, dans le voisinage du point zéro, représeniée par une 
série de la forme 


a ch Og WP gh, 
ct, comme on vient de vérifier que les coefficients, ca, ea, ..., 
Cry ++. sont entidremont délerminds par ge cb gg, on voIL que 
ces coefficionts gy ct gy déterminent sans ambiguitd la fonction 
pe, bien que, a Ja vérité, les équations ([V5) admettent une infi- 
nilé de solutions wy, 9. 

Cette remarque justilic la notation 
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pour représenter Ja fonction ainsi délerminde. La fonction Cu 
ost d’nillours ontiérement ddtermindée dans les mémes conditions, 
puisqu’on doil avoir, dans le voisinage du point zéro, 
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j rainy 
Bue 
ny 


eb que hs produit tating 


aig aot ay 4 
othe Wig am om wey 
ME egy md states ; 


1] ' My ge 


a 


ost ubsolonient convergent eb ae pas ane valet mule, if fat que 


ly produit: iudind 
sion od 


Ray tha aie 
| 1" voy Ss vant 
opin ay 
oa 
4 nhiat : 
oy 


soil duisniune corvergent et egal 





Sidlidlenis, dw ce produit iatini, on groupe ensemble les 
Lorn pou heaneds aa des vides dpales et ile sigues contrares 


el ai Pon tient campte de Mdeatité 
Vathey tt . te . aig 
‘ ca E Te SIP 
At] why 


ine eee i, 
J wh 


SALTS 
“andy on 
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on voit qi7il prend la fore 


- .. ne 
Bowe Stet ag 
“ity 
Hy 
oy aby 
wo ST n 
tay. 


of te eavaclére de convergence absalue est mianifeste, puisque he 


série 


y t 


oa 
hoy ay 
tay 
est ubsolament canvergente, 
Ona dove finakonent 
. “ 
yet wow ay 
. td ‘ Wee tte 
(Ny) Yue tty Yin | J 1 ‘ 
# tiny vo tite, 
a4 niw's 
my 
wy , , 
ol Pana post, pour brian, 
q Ww? ! y ' 
(X,) un a : 
wey PO weed HO, 
oy hits 
en 


Le leelenr rapprochera uatucellemont la tormul vue Vina 
le teontver pour sede da Tormde dEulor pee louie sie ait 
forme dey produit intini, 


On Ut tle mide 


. ayat i wee sy wl Horta rer 
(Ny) a OE, vot 1 Wats yea UP, 
fy oly “ety thy amd Way ay 
" 


(Ny) pcs ay 


‘A hy 





‘tty 
Si, dans Mavaut-cdaniere formals, aie tidt a fa On treneve 
ame ot 


en remarqiant que, pour dey indives a6 COIN EL the signe cone 


* + al ‘ 
trates, les Lormes goniy Le RIE Ta - sont ators Cyatn etales Sap 
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contraires. Ceci montre que Ja quantilé q;, définie par la for- 
mule (X,), est bien la méme que celle que l’on a définie plus haat 
par la formule (VI,). 


107. On peut, dans les formules (X), échanger w, ct ws, ee 
qui reviendrail d’ailleurs 4 grouper, dans le produit infini ou les 
s¢ries qui ont servi de définition primitive, les facteurs ou les 
termes pour lesquels m est le méme; 4, doit alors ¢tre remplacé 
par 





" ne I 1 
(Xs) qe am pa . 
2m3 | 6 ag 
tg 


Les formules (VI), relatives aux changemenis que produit dans 
les fonctions du, Gu, pu Paddition de 2, ou 203 A largument, 
ont élé obtenues dans le n° 98 par une voice détournde; tl imperte 
de remarquer qu’elles se lisent en quelque sorte direclement sur 
les formes (X) données & ces fonctions et sur celles qui s’en dé- 
duisent en changeant «, cn 3, on sorle qu'un groupement, dail- 
leurs bien naturel, des facteurs primaires de ¢ met en. évidence 
ces propriétés fondamentales. 


408. Si, dans la formule (X,), on fail w= 3, on Lrouve 


td 
ao Ay 
20 






® Dy Tu), 
A => {vot 28s —an)-+ cor San, 
Oy wy 


nae 
RU, . rw, 

= x cot —2 (t+ an) + oot E221 — an) 
21 201 


n=l 


la seconde valour de A s'obtient, en effet, en prenant la demi- 
somme de la premiare ct de celle qu'on en déduit en y changeant 


non —n. 
On a Cailleurs, comme on le voit en faisant la somme des a 





186 CALCUL DIFFERENTIEL, 


premiers termes dans la seconde expression, 


. ran} Tey” 
A= lim cot — (1+ an) ~cot 3 . 
n=al 204 20, 


Or si, en désignant par a et b des nombres véels, on suppose 


Ty + 
— a+ bi, 
201 


on aura, f étant un entier positif, 


ehat g—hb 4. phat ehh 


coth (a+ bi) = ’ Chal g=hh—g-hat git’ 


et il est manifesic que, lorsque # augmente indéfiniment par va- 
leurs positives, le second membre tend vers — 7 ow vers -b iz, se- 
lon que 6 est positif ou négatif; on a done, suivant les cas, 

Thy 


-E— cot 
r 204 


As 





ct, par suite, comme on Pavait annoned (n° 92) 
7 ? ra 





{X) 41M3 — go) = 
. . 0: ye , . 
suivant que la partie réelle de = est positive ou négalive. 
1 . 
109. Nous nous servirons de la formule (X35) pour vérifier di- 
rectement l'identité dédmontrée déja au n° 104 
PW, Pws-+ Pig = 0, 


que Pon vetrouvera-encore plus tard par une autre voic, 


On trouve de suite 





PUL - Plat Pedy 
3a a 1 U 
wy fut + Tg 


Ts + 

0083 2 -— sin? {27 -h 1) — 

H a R ( daa, 
I 





Tw 
cos?( an 1) = 
R (2n-- Say 
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IV... Los cofonetiony VR Vet, ye, 


HO. A bi fonetion dn, il convient, pour La commordine de 
lations, Padjaindve troiv antres 


ae Ts 





fonctions sya, ty, van at 
jouent, par rapport asta, leave ate te cosénips janie paar rapport 
WUE STA 


Mar désignant por ce Din qtelenuqae thes trois toni 


Wes py, a, 
Hous poserans (1) 


. nd ON Set tea 
(Xt) ett 


Tiny van 
Se ee ee 
duisent a4 POU a. Elles cout tants tats ates i 
pares; les beatiles 


Ces fonetions sont dAtinies de nauivns ye tonite 


neh 





Ce Oe ee Thee, tea, 


qu metient oe tit ea evidener, resulicat Harn ltenend ilies 


(1) Dans sea reeherelins fentinneutiles san 
THLE ddsigin’ dhe, Pometivaes atueettieat ty 
Ten ielleclant dan indice dotdsle Ja bene tian ead consndess 
ani oltre, etle Weed de pratuts AVMUN ES ety applopies 
Yon oe ( tbhaudtangen dey hvbbichen sich 
seaschiflen, 1, NUS 803, Voryaey We Tes Parte vaste adiey fir dhenege tea 
lliptischen Morditfractioncn Mw wit vetbee, Weoueeeut de por seau te des feu 
qd voutea Tite Lew heats teavany do M hhein MH be ipeatytes yu dade 
Me Tie 8 SORE eetles gate nate, Wants pay toa 

On passe dew tanetions + Ca a 
Pl ayy aM. Weivaatyass i Voge 


Ven ton thane Hergaes, MB thea 
Pe ene bo tits 4 Pb tienps 
Cette dation, 
OME BA die a ds tae 


woedfhiekt bor egy 





wishes 


re 


Pie ty be 


Atle M. Nae aia fon trea fe, 


they neha 





on Hela (ey Py AG 


4) 
' ' a fa) 


ited sad 


Tavarsetuent, then qa wetting, an in, san de Meat pa}, Wedd a toate, 


hy 
Vg 
BU dae, 


Dana sun exeottenn HUN, EMiptiveh: Haaktianen and adasbretiche Lah 
fea, Me Webuy Hauierve LC teslatton ae a depte dea natictions a hanbbe 
our les trois cofonctions th Mf, Weietatr 


. thot ete 
Veactie fan! 





Cr ee 








Hative 
dew dbea near, Mes trey fot tines 
Tale Oa ore 


soul fey trois fonetions FM ty TV prdien dans Ip fitine ondee, 


LAPONETION FA GU LEN FONCTIONS QUE EN LGIIVEN F 18 
dysnlites 
PUM Gate) 





th 4a te, 
ery renphicnt ae purge ane eb en se rappelant que la fouetion 
Yates Intpaire, 

Lew dberivees Hospar bint es deced trois fonettons, que tons 
Wesipnevon par die), sont dies Cometions impaives ob stannulent 


pom a oo. Elles peuvent tee delinies par tes formless 


(Nha Mot Se my ie ona). 





Dre bbeivdrs des fanetions fe), chang dies de Sua ue send 


wutee chive que bev fanetings 
pea 
Ohoooateena taata Uhrewce ye pi beta) expr rationne le 


mea aa ima vee ale pee. 


VT. New lone Madhead, pace quelques exeniples, moutrer 
Pactalite phe pes aeeatetiones, 

Rov pagetes par osemiply Pespresdan taraver pair tare) au 
WK. Fle pn eerie nai tenant 


aX pene A CQ epee Pye, 


Diao, Peapresion obtenite dans te nutnie at Oh pes ple 
pent. ae benant so sttapelic Hew Opabtds 


er ee yi ds 


a Ce 


, : yt att vine see 
(AL Ai) pee wg ant 
Vee Gt va ra 


Deonidine nea, la relation (VE, POH et thy prattera s'e 
eptte rasterued 


NEG Jum ty ' 


chaos pancreas, a Paid cle cette eetations, afparer ne(tement les 





Hen racine eaerdies de par co ed, pio suite, tes caine earrdes 
thes six ab Me renives dee avanidivin egy egy cay et qui nous sera bia 


th ban atthis. 
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Nous conviendrons de désipner par 
ypu we 
la fonetion univoque dea 


Sau 


vu 


Hu faisant ie cog dans ta farniule 





} ene 
(Xt5) Vp oe, cae 
one done aussi 
ote 
(XTu) m we 
i 


Au mayen des relations (IVA, tens Peter Teter nite 
Ha reetiat dis Werte pie nnn vantideenes hates be He velop pene 
(les fonctions ta eu wtcies mutters: ona. Ku extent bevartue 
carrde de pitas de pumicre ype ta Pouetion tone denies par 
la formals 


Py Fay pu ow, 


suit duile py Pee te ey nt tea ferbeanendt 
’ my 4 ’ toy 
(XI Sat 4 wh ba heath, 


ms One Wapervoil para parceeticiarthiade, bv ded obe ferucstione ites 
coefficients. 


112. Nous allans suitinteainat Hheveligpre pou des teed nee 
fonetions des formales wdsalagsinies a erllen spor anette aeanes sie pA 
abtonnes pour li fonetien aie, Ces Gitaudes Wvotboat pine tite 
mou des didinitinns, dev furnaebies UWE iV VE Na 
eh (XT). Pour simplilive Pecritine, ives fovea, asa f 
lontes, In convention saivanties 





yout 


Les ieoix indices a, 4, VHesiguerent foajenns bes Gone nanubres 
enliers 1, a) 4, pris dint in cris Hetpoaipen, abe antes ype Pang 
des Wois judives a fy y snit a, jue 
resle soit a, Quanity data une 
ment des trois indies 


Vasatrar aisit os ox sp nectar spin 
farnaile, Ugeecat rban nates 
O84 Oh pantera chives Acchiaien the ren 
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deux indices Pune quelesuque des yalours 1, 2) 3, pourve quion 





ve leue doune pas ta oméme valeur, Eufin quand, dans une for 
minilo, ue figurera qu'tin seul des lois iudiess a, (4 ‘vy il sera ene 
tende que cel indice pourra prendee Pune queleonqie des. trois 
rilenrs ty 2, 3. 





Ceci post, voici tes formules innonedes, aft lis signes: xupe- 








Tiers se cerrespondent ainsi que les sigies inftricurs : 
pFateg oy 
Nt Ht, 
) Fatty Hoe Vata ty 
' Vong 
an Oe tad) geipaltt ttt vu, 
Ming): PM! Lob et, 
Valet aay) Leann) nae, 
ONUY € fe taming | oon fog Leroy) 
i 
(a a ce 
PAO MEOY Tobey vray 
i 





(Un ee ee 2 


| BM ah ee Hoey 


. vue Vg tel g Ty ty 
. Yat m,ye pq al, atta F “on 
UXT 74 a Vong vag 7 
re. h 
a a yd qatty AM en gy! 
Pet my) ving! ct Mav ae eat yen Tye 
pe ta taney Mi} Rqes 


ENTE Sata ep an Stoae 


Bad cam) Natl raat 

Ratt 4d yall tar 
(NEL Le erg) fee ae 

a 


qa try) woe 4a 


| phos Ryn Pty 
(Xo) Fry 





Hy ey the Fon 


Les demmaube (AEE g se cbuletsent de be bfinitiva: des boned isn 
ft ONE) en suppesanh acct doce eben se raqppehent apie 
Zhaing) estonnl, apie tay Gat egal A ee idg ong Pav bes far. 
mitles (AEE bt prenattne venules des forniades (V1, es bt beans tise 
eh be tedsitie vohteasent en vemplagint dans bes furmules ? Sfa 
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Ww par w+ 20, OU U-+ 20~— ct en réduisant au moyen des for- 
mules (VI,); la quatriéme se déduit de la formule (VI,) en y rem- 
plagant w par u-+- 27%, et en réduisant au moyen de. la for- 


mule (Xz) qui montre que chacune des quantités qq 0g — NBO 
est égale a =e = En changeant dans la quatri¢me formule (XIIy) 
2 


won w+ ,, on oblient aisément la cinquiéme. La premiéee 
formule (XII,) ne différe pas de la définition des fonelions 
dytt; les premieres expressions de (te (a), da (te -b wp) s’en 
déduisent en changeant u en u-F og, ue wg ct réduisant au 
moyen de la premiére formule (XJl,); en changeant ensuile # 
en —4u, on oblient les expressions analogues pour y(t — m.), 
¢y{u— wg). La seconde expression de oy(u wg) se dédnit de 
la premiére en lenant comple de la seconde formule (X11); en 
remplagant, dans cette seconde expression de oy (u— mg), U par ag, 
on oblient une équation qui ne différe que par les notations de ta 
premiére formule (XIf,), laquelle permet de ramener la premiére 
des expressions de dy(z-t wy) A la seconde, Les autres for~ 
mules (XII,) s’obliennent en remplagant w respeclivement par og 
et wy dans les expressions de O(u-b dy), Fy (eb «p). 








1413. Remarquons encore que, si nous remplagons dans lex 


~— Pay 





+ SRW , , 
pression +—, obtenue dans le numéro précddent pour Vey 
Twy 
Gpw, par sa valeur lirée de (XII,), on obtient la relation 


. 1 nets Tuy 
(XT) Vveq— eg=—e caer ree rire 





Si l’on compare ectte formule A celle qu’on en déduit en éehar- 
geant les indices , on a de suite la relation 


(X1ify) eNaWa~"Naa a 





D'ailleurs, 4 cause des formules 


Nat 0g + y= 0, Wah WBF Wy = 0, 


ona 
TROY Dy Og = Hy Wy ha; = Name ng Ma, 


PTO ON TT PANG I Unt EN TRIES E 148 





pp chaeiine (be ce gyrate, eat abe as 


Dian de care ce te ce Hiner dhe dala Ot pet posit, ona 








oy 
iN hates Rae sogte Ling fate ty tny 
) 
ah, yar Fate ay wh, 
a ry voy 
‘ FA ty, 
Me a FRY ‘ 


Dane les ppd tari Gs Pepa eyes ny somtobs membres 


gerd. fed aque Vovaa vat 


wiper vento al Cea be datos parce lets sons by bevane 














eV, tee A : ‘ 

we + : 
Dele cae tts pe ark dg ad om stat tee atet coe che gint ebay 4 
roe 


PLP sr eyetetesnt sBois da tareseste OND 6 otk oheanges te ett 


Hoe day dew 





mora bead des go dtidea NEP ek OW cay cemab qicuedae 


pont ales asie 





vite bona 


Mi, pl yee ues . 





Fapastarfs. spot es Vaan avtace Hae yee oat wllngse Bis, agephs aBriten ed apad 


Piet oe Pedsnne aeersg Bas ple dacant cha Mee oad case 


it a da day 


addituen rela 








+ Bese 
¥ et 4 eh 
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Hd. Les relations (NU) mettent en }adeace des relations 
algéliqaes: entre lex foretions 7, 2 Se Wes en etlet, en 
dliminant par entre ces celatiaas, an trance 

! 
(XIV) vin iqe Uy re 
pari les relations de cette rages, iy vue evidenument den 
Vinlépendantes, 


he 


salons, connie conse peice the ves Tormudes, La relation 


(XIV) (yee yh tae bee Ve re eye on, 


L1G. An moyen de ces atiies celations ONE be tarnishes Con 
chanentale (VER) pent serie 


Vou ante aes ' ; lye ha 
‘ an 
Puce ! uy ahae atu 
am 
(XVy) Vide tah cae. tes stave pial 


Si, dans cette dernitre torunde, ou edeange a ence oc eton Vin 


tient compte dex (arnles (NER per OND et teense 
CXVG) fet ie ot aa te eg ete 


detaidme, ear changeaat en dmg. pone erleangeand ber dies 


24 Bon bret 
(ASF re ee 


Auoroste, Pidhantite enter fee ibang sossasida nvcetbaes ales sdeany 





dernidves formals peste sasetaera bea eelatietee catie dea apuatee 
fonctions ¢, reliticas pnt povpiectivaent Vaitheais de doaedsaieet 


vabeteber, 





do cliversts inanitvos les formes post 

Nong joindrona de suite Arey barista Taaties seteebegciis am 
domme lees #N presales ahien [erdsiita Pia d ma vine ei, 
By (rk) ty (ees ey relate te des Dae teas 
ren. 

Observons abel gyros he de toeaanles CWUE, Gases pent le 
dure Coatres iewtives imilagne ct fgsrent dea eateaetions, en 
ajoutant, par exemple, as ipmaulites ane, Aye apucbypr nine tloen 





Vinedieess Hh! 
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en changeant a en G, if vient 





git atone 
ty de avers ide, rah ft i : 
oye an they 
od, en ajoutant eben retranehant, 
, yh att 
Cra a 
re 
Oe Ty Wen ede coe 
at {! (ey ‘ wy 


Sans nous arrdter dee fit que ces formless mettent ea dvidence 
lies valeurs dene qui amulent ate of wi du Fis ehanrenes 


ding lat premiere fren eetdivisons aitmbre a aambee: dd vieudea 


" 
Vy sagt . 
Wight vou Lu 
a 
ou 
rea ae a yn 
tu vu “hy Cty 
vt uw uw! a 
: it i mn 
Vit vt 1 1 
oneenecere, en verti des fariiibes iNha, 
" 
Vpe ore yn on, Wt oA 
Vp bv pe ye , 
: . 


Wo 
ue . 
wi lpn " syfpeae ol fe ceive or, 
roy pe ess raves 
en nultipliant your ype ey ge guee ry et tenia eenpte abe 
Videntite 
[vie " vyfpu ed pe vy ype ol 


gn (rouve, apres qnelpues reiue tions Gaeibes 0 apres avery iliy ine 


? 


EA HONETHON ee br ine PONCTHONS QCT EN UGHIVENT, yoy 


pare ty 


a 
ANVIY p gee cyte ray gre 


type oe pe oe ype eg yhpre on 


eben purticuber, ensappamnat aon, 


var my 
INV nn crc 
Wtuporte dhe reruaspier sare, cba oes fornmles, bes ativan ont 


te setts peters syu wets apart’ dlits bea dh 


TIN. Ons obdtent taatdiateaent des espeotions de ayy oye 
toy hteompontis ea fecteu. Jeanedies, ean poorentihe tenes ibetinn 
tins (OND bet ete aitiltcot dae tiara: oN pe Cn Geese: atarsl 

at te 4 a 


rey Ai. : 
UNVEILED geet? he ee wat 





Cette faviiite tact en evi be este ibes Qeabe famettatie fa, 
Vat, Vee, 

Ma eenenit bea tartan essay beet comune on Py tail praie te 
ebrgretierbnand dea edbve tage boats yorreitlen aerdhes ayiae Pana 


teneerteei a ube +, 40th bdivaad PTT Mie Rs spuechy ines ale nitebes 


ti eesnatteen, Seat elabenak 9, CVn rrnuplienra pe bat, than. 
fe ., a 
he aunuel waenibre sled Ayia povvedvaty pow 
aeomy 
is 
ton . 
jog 
wf Yoog *) 
Lt ond 


dave, ves apgiliqnant des dorama Gh) 3, en teomeera, poet he 
4 | j aay 
promladh sls Gastro ade a pete de naa, 








vaca ( tug \. pe wal og 7 
cot : 7 nas 
ty sty att arn ae 
ma dy 
ty 
bana 
7 ty 


Loe hens farts mix oaitce crordodts doroient paiesande i dis 
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produits tifinds convereents dav be Premice pout, en Hroupant Le: 

fermen of na des valeurs lyre ot abe “Us pau traires, a 
“ i 

Tenant compte de Pilentits 

















vost Avon by cater Mt fe 
te 
serice 
cn 
noo vint 
ude | | Viery 
haa 1 : 
+404 | Sten, 
woe vee 
bay 
Willen ba valeur dha avcenl ates He natedtiatement: aaa dai 
finalenment 
‘ j ' met 
la, nh pe en 
Hie?! fab ' . | | 1 ' . 
Atos vat, 
ar vast 
mye 
reba i, 
eh yout " 
, va ” 
| | day 
a 
er Cr) 
nA rca 
oan, 
hg boobay na 
foe Me su? 
ap bot on 
rye ‘ aE I] ) rn 
Lot bn 
. aie! 
' a ty, 


Pla vevyplagiat, diver bes trad: 





Haribo spar mans vena Eup: 
hliv, a PR ey ae eeaipde, ris banana venmite dea fay 
titles CNT) et rat Hemiparnd be dnuedbe: Pevasubes ay atte. 
eHetites, cae cditivadt bes tsa whats 


Hho beg pray . ‘ 
" ' 
ety 





co 

: af s t 
(XVINy) Fay ci bey patty N ‘ 
Sa eT PL 

me test rd 

oon 40m 

nh on 1 
Abe toty Pindg ‘N ' 
ety il th § dty 








wg MEE 
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(id pecneet tent Wéerive commie ih suit des eois Cormutes obtenues 














ran non 
aie 
Cb) ogee FO aa | | 1 
hay 
moot 
nant ® sma! . 
ye : , on) 
(XVID tun ee II ' ‘ 
wood vag roy 
' try, 
: ae ” 
a sont 
| | ‘boy 
Crk ou ytt 2 ‘ . 
1 aE bane 
wood SEWN GS 
4 mn, 





Mrodlseloppait be serob. membres dle cos dernicees relations 
spivant bea pibecuices de a, an rdbtivodia autant ce termes que 
Poo vourdia dha te desrloppenient en adres enlieres ou uy des 


foneBons puitves au, sane aperceveny taubeluia la lot de fortation 





thea coefhereats, Sa Veer treat veunpetes ches trois identiies prder- 
deities, Guo vere par eaxcuiple, sane jwitte, apie de coefficient ils at 


wat vga it “yobs canbe quiet 
’ 


' 7 
an « eye 7 
4 


Onorehader ated, por ne: iat vie, oar be lévedeppement (XE 
Wy ebtean ane TED. 


PUL Sere itinieans ta apchpmes cemarques evlitives i Mho« 
HRD ptt mains eeromt utibed ple tive, 

Litagitecns que Doar beara: Valea des fanetions 4% 9, pet les 
Gefsbantes Qo ep ed sbepwanbent, cea nie des qiaaitiles oy, 
fy, pagar Prac fara des Pariedirag ef Garbo amdogies iat 


Maven dis operates 
CXVIN, typ Bon, re YP 


nbiléigions prey ey be qpaatites asndagies Aha ta colutives 
wee mavellss fanclinies. Cherehian comment he nouvelles ones 
tits et dea avelles oitedandies esprit aa moyen dey an- 
lentes, 
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Les dquations Phomogéndite (HD) peuvent derive 
Vlwiymt) 2 (Cy mit} 
Fe fw, 0) PE bone), 
(XVI) Cu feot wi) ; (Yemen) 


pletely) (on on). 


Tn Paisant ie cay ca) at en se Feportant aus détinitions des 


(uantitids 


' ’ 1 att ” ce . . 
ite Nay Ny a fs Pye Pye ey My Rye 


amen conclit les relations 


(XVILL, bi) ee, " 
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Jee ah . 
Vie ey Ten f yy oy Tham | ayy dong 
done 
. . Te (re |r, tad Ma on 
XVI es {iene Vie i 
(XV) ve | Fg Leyes ig) | d ' 


tot : . ey 
CO quit Saceorde Muilleury syed les eapllaly anteriveare, 
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de wy, , et du degré —1; le rapport de deux de ces quanlilés 


, ww: 
ne dépend que de ~- 
wy 


120. Nous terminerons ce paragraphe en disant quelques mots 
d’un cas particulier, ‘twés important (ailleurs, de fagon a per- 
mettre au lecteur, au moins dans ce cas, de se représenter Len- 
semble des résultats acquis d’une fagon moins abstraite. 


Supposons «, el 2 réels et positifs., Si l'on suppose en outre 


que la variable w soit réelle, on voit que la fonction ou est réelle. 
Cela résulte aisément de la premiére définition de du, en grou- 
pant ensemble les facteurs pour lesquels les valeurs de s sont 
conjuguées, c’esl-A-dire sont égales A 


2M 2 NOdg eb 2a] — AND; 


ailleurs Ja chose apparait nettement sur la formule (X,); la for- 
mule (X,) montre que a; est alors réel eb positif, Les fonctions 
Gu, pu sont aussi des fonctions réelles; les invariants g cl £3 


sont récls ; 2 est réel el négatif (Xs); @1= Pi, C9 = PMs sont 


des quantites réelles, puisque pw est une fonction paire; é est 
done aussi réelle; les formules (XVII) montrent que les fonctions 
gyu sont aussi des fonctions réclles. 

Examinons maintenant le signe des fonctions ¢ dans la méme 
hypothése, 

Quand w croit a partir de zéro, ¢u augmente d’ahord, puisgue 
3'(0) =1; cette fonction commence par étre positive et reste po- 
sitive tant que zn’a pas alteint le premier zéro 20, de oz; cc 
zéro est simple : donc, si uv continue de grandir, ou change de 
signe. Dans Vintervalle (0, 201), ¢z est positive; dans ]’intervalle 
(2m, 4@,), Gu est négative, et ainsi de suite. Pour ws=o, la 
fonction o, w est égale A un; elle reste positive jusqu’A ce que w 
alteigne la valeur »,, puis elle est négative dans lintervalle 
(1, 3u,), etc, Les fonctions oz, 4), qui sont égales & 1 pour 
u==0, restent positives. pour toutes les valeurs réelles de x, 
puisque leurs zéros sont imaginaires. 

Considérons de méme les valeurs purement imaginaires te = cu! 


u 
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a + “u . 1 . 
de Parguments la fonetion pot teelley et Van vit ate eine 


we 1 1 te 
qwelle est positive quand eles vonpens hin Pireterv alle (9, ; ‘). 
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Ty ol ay uy wiyant pans tle 2etas qau HOT pretend Than taites, 


reste Woujours positives: ae contrare, Mtewhaet comme elvis 
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pay RO eS Se 

un vel ques thases Vantaa wade cee, poy bh wu ist Washi; ue thicrnil 
Hane die poe oe ae renton: de erate, ¥, evhage de sigue, 
nt, data Vintervalhe Cou, rent pe venibile ey be p eusite, it 
gate ibe be périeliettes, Ue repre Tecuvties vali. Vind, pour 
ther valerie tes bea, Ie lene bas pan pete AUPE ey) Ca 
my ee apis, Waalleurs, Da deadibe NE sitet cn ey uence. 

Baad 
gaunt ee, La foam thee poare prareat veelle Jeane ees valeurs; pour 


vivo sunpecn bes Galan tet! proto Tina aniats es de Fae 





cle Josie sales adel, ctl addon valu uigativies tres prautles, 
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en atiribuant au radical le sens arithmétique, puisque le premier 
membre doit éire positif. 
It résulte de cette analyse que l’on a 


' f dy _ lf dy ; 
aps fe fe 
den WH ey ale) Jy Vi Bay —& 





on ey dy _ f dy ; 
ate ff a, a 

6 daa Wey) (@—y) (a—y) Jaa (4 Gy — 5) 
les radicawx étant pris avec le sens arithméliqne. 


Ona done exprimé, dans ce cas particulier, ©), @, au moyen 
de £2, 93; ona résolu en quelque sorte, par rapport & @,, «3, les 
équations (£V;); mais il reste évidemment a résoudre la question 
suivante, qui se pose d'elle-méme, ; 

Etant données (‘) les quantitds réclles go, &'s, elles que Pé- 
quatton 

IP— BI — So 


ait ses racines réclles, désignons ces racines, rangées par ordre 
de grandeur décroissante, par é;, @a, 3; déterminons les quan- 
tds w,, ws par les formules précédentes; aura-t-on effectivement 


‘ 


aatoy 4, sa oe 
Ss s 
C'est la en effet ce quia lieu, Quoiqu'il ne soit pas difficile de 
le démontrer, nous renvoyons celte démonsiration a plus tard 
afin de pouvoir réunir ce qui concerne les différents cas, 
Observons enfin, en restant toujours dans le mame cas, et ve- 
lativement a la fonction pu, que, d cause de la relation (VEE), 
qui montre que l’on a, a et b élant réels, 


Taacoabs 


pla ~ bi)—p(a+ bi) = Aa biyelay oy’ 


la quantité (4+ b2) ne peut étre réclie que si le facteur dabe 
est nul; cect ne peut avoir lieu que si b ost un muliiple de 3 et, 
s'il en est ainsi, plat bi) est en effet unc quantité réelle. 











(*) Jusqu’ici, , Clo, étaient les quantités données, 
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¥. — Transformation linéaire des fonctions o. — Substitution 
aux périodes primitives de périodes équivalentes. 


123. On a va dja, sar de nombreux exemples, le parti que 
Von peut Lirer de Vapplication 4 la fonction du de ce théoréme : 
dans un produit infini, absolument convergent, on peut intervertir 
Vordre des facteurs et grouper ces facleurs comme lon veut; 
c'est li le grand avantage des notations de M. Weierstrass sur 
celles d’Eisenstein. D’autres consécuences essenticlles de cette 
proposition vont apparaitre dans ce qui suit; elles se rapportent 
aux éléments de la théorie de la ransformation. 

Nous avons montré comment on pouvail construire une fone- 
lion du au moyen d’an couple de deux nombres & rapport ima- 
ginaire 20,, 20 eb engendrer, au moyen de celtic fonction, une 
fonction doublement périodique admettant 2;, 2@3 pour pe- 
riodes primitives ; nous allons montrer (n° 125) commant il existe 
une infinité denombres 22, 299, liés simplement d 2m), %3, au 
moyen desquels on peut engendrer les mémes fonctions ce, 
Gu, pu. 

Mais voici @abord quelques remarques ct définilions qui vont 
nous servir A caraclériser ces nomiwes 29), 284. 

Soit, en général, F(z) une fonction univoque doublement pé- 
riodique ct admettant 2%), 20, pour couple primitif de périodes, 

Posons 


(XIX)) Oy = avy-+ bg, Qin == Oty -+ ing, 
en désignant par a, b, ¢, d des entiers tels que Je déterminant 
ih== ad — be ne soit pas nul. On observera WVabord que, dans le 


2. : . . , . 
rapport a le cocfficient de Z est different de zéro et qwil a te 
4 


. tu, ’ * . 
méme signe que dans le rapport = » ou Je signe conlrairc, suivant 
oAl 
que ad — be est posilif ou négalif, Si Pon suppose, en effet, 
3 . Qs ‘ 
— =o é —soA+ Bi 
oi +B ge ’ 
_a, 8, A, B étant réels, on a 


(ad — be) 8 


B= aba OR 
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Th est claty qe foul nombre de la formes Pah @¥an, ob By 
sont des entiors, est une péviode dle he fonetion a, eb il est 
elute aussi qu'on nombre, wil peut slre mis sous cette forme, 


. : i 
ne pent Pdtre que dune seule fagon (puisqac te happort a, ts! 


imaginaive), eb cela meme si lon suppose seulement moty reels, 
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tt . we : 
1 i sun enters, et atl Vn eal, yuer Cousroment, tle 


adhe 1 
Aya mw 


il fut pour cela que dd soit dal abe, 


luversement, s'il on est ainsi, ib est tyident tunes Les cpenuntites 
SO) Oy CL, par suite, Fonts period the da finetion Poa pour. 
rent dle aises saug ba forme Eta Pet lant entions, 
Sn cP nttpes lorines, si Von continae @ dsipuer purine ay oy v thos 
vonibres seulement ‘ssUpElin A dtye entices, an peut alfrines que, 
SEW os dal aol 





ra chair tronalis: Atay} weary eorrispanid 





un nombre amen, | wae@ay eC tin seul, qui tui est tral, Aovode 
etlui pour leqael ona 


RES SEM tay, aecdys aha 


eb ques echaqae nondee age be tang, Correspetol une ntoniire 
Sear Tava, obi seul, wavoiv eel our beqiad one a 


(Dos ad ne, Wess gals gia, 


Lavsiyne a est Hal ivy mous divans aque le comple Cau, ba), 
Uifin’ par lox foemutos prdcelontes, eat Hquivatent wn coneple 
(21, 204), Les deux couples HONE praprement ou Faproprement 
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équivalents selon que a est eal dcp acon a ea (1). Nous ne 
considdrerons plus tard que des couples proprement equivalents, 


a : sy 
mnie de ait le meme signe daus i : 
ot) 





: on on; . 
afin qque le coelhe eh “sis, 


oy 





tot Pabord, celle restriction iest pas adcessaive, 


Heouvient de remiirquer que, st le diterminanl 


im iD 

ped | 

est deal ator, deus wonthres a be, dy pris dans une meme 
ligne aime mide colotmie, ne peuvent Stee pairs simaluand- 
ment, 

Treated ee quid pederyde que st he cenple gay, aity est yt 
valent (proprenment oa Tproprenenh) au couple amy, voy et si 
Pon Corme in resend de porallélogrammes an minyen tle way, oa, 
comme anon a Tormié wo ai mayen dead, ty, tes somimnets des 
tha reésenus cotneiteront; neius bosons in bent 





ale sain de 
monteer apie tes aires des deny premiers parallélogrammes des 
Wetes eesendey sont eqatees, 


125. Me auppesiil lonjones les cones (aig, ita) et (ety, tay) 
proprenmeat on ipraprement eprivinlonts, nous allons midutenant 
nrontren qi fees fonetinus sta, Say pa, forantes an moyen du couple 
(ayy oh), soul ielvuticpees wy fanetinis ata, Sa, pay formées an 
mayen ie enuple (ae, eo en autres deraies, one at 


Gey Peed ys ad Va fing, eng, 
(NON) dy S gat lity Had Dee fen ead 
Cit pitt ety tg per bens ads 


hi dea deridres adits sont Paallenes ales conseqiences dvi 
lentes be be pesantiter. 

Oh viet dle var quten potivatil Hothlic entre chaque systhme 
de nonhres entiors ae a et clung <vatiante de taanbres cutters 
Bey ante correspanilanee belle gun, vt Poat pune 


No ye CAA By, CER ta Aba 


Cy fer beter erenaiattia oied pone que dean oonples déutvaleata a wi bai 
sifiur sine dyuivadents rales cay. 
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les nombres s,s soient fpaus quand les systems (ue, ny) Mune 
. reiproquement, 
cette dolité wait lea que dans ce ees. Waillenrs | 


part, (yy ¥) de Pantee, se correspondent et ye 


aS ysh . 
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p. (hy Ys eb Met ee (bar correspaade rat + peer costae, 
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EP 
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eleale ton ay par excinple (IV, 
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Su 
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perinddes vay, oy ane eemmpelre cles pertube cag, ony, 


Kaciinissint Pubord, pur 


Uns Fee, yt ty, Seay Syn, 


wlogie, we onthe ty pour Popalins 


ee ee ey 
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vl posi’ casuite 
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on obliendra de nouyeun 
(XXq) Wyte itgete ity eso 


al 
Wy Mtge My ky es Cell be) Cypmge qqaany) os 





{AL Wy—~ Fg] )y 


oft i faudra prendre le signe pou le signe — suivant que le 
couple say, aay esl proprement ou HN praprement equivalent au 
couple primitif voy sma. Quod qu'il en soit, ny ay atysay est 


: : . ne 
done, commie (a 2) ay oy ms qy tay, un multiple impair de ot 


Worésulte Wailleurs din 108 NE My gat, ost deal A 


wl . who. as . a an 
SP ti wo stilvant qe le corlficient de é dans "8 est posilil 
5 “4 ty 


ou négatif, Nous avons vu, Vautee park Cv" 188), que te signe du 


coelticiunt de / astlenidine au est opposé dans les deux rapporls nn 

oo 
Hy 
prement Ayguivalent no eouple ati, ving. Done, dans les deus easy 
ona 


el ysivant quc te couple ouyy Akg ext proprement an impro- 


(XXy) Wythe Myth te 


acid fant prendre le signe dou le signe = suivant qua le cools 


ron a My er * a, 
ficient de Filins le rapport est position ucgatif, 


128. Ma désigiant tenjowus pars Pane tneleonque ces valeurs 
APR Toi, of poeky sont deux entiers queleonques, on voit, 
que fe oni 


Me eter mein ts (apd awed tages tay bey 


tal congen weadiedty tay, wty it quelywion des nombres 





“Oy 
Soom igs woot on sett bus le peemier eas ste est impair ob & 
peiv, dias He sneond si eb & sont impairs, dans le troisi¢me sie 
est pair at impuir, 
Supposons, pour fiser le langage, qu'on soit dans le promier 
cas, SE Pan an reporte ila formule (VQ), on ava, en y remplagant 
Tat Meow de 44 
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par yy 
n i al 


al < 
yu | od why pon | | [(. uo ) ee te nal . 


Fou Sty 


Si, dans te second membre, on rempbure spare et ty pura, on 


voit de suite, par an raisonneaent idemdique a eelor clu ye 124, 





que, A chaque systene dentiers a. ay on pe thrive correspoudee 
un systeme (Pentiers yyy. ile mantic que les noithves y 0, 
Hoody sodemt Opaaey ost dew ate ay Panis nat rorvespondent ot 
que, réciproquemend, cette épalite wait Hen qe ius ee tass le 
second produit tefind i doae he ineaue vale que le prontier ot 


Vona 
nf 
VEE tay ft rg py riety, aang 


Vy [toy ong 
ut 
Wee Wy PU ay nts ph aa, 
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WOM | Mas bab 


Mais onan 
PEM onsmnd ptifany wan 


ot than bees qui ies Heep cae est inpain eb & piv, ona 


tvilemananl 
POM e poy begend oe 


Silane on ae reports a Ladefinition de da Conetion Fe ave LEO), 


| ‘ 
On voll qiny dance eis, Prana 
MC [My yt rete fing aga. 
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POEM RS Pema Penis) re 


done, in vemplagunt a putes thors be foraode Vy) et caixennant 
cone Lowt UM heare, aan ara 


(| tty, Mad Fal bony, nny, 


Sy tha bed ale fog, ong 
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Si, uu conleaire, ¢ est impair, ona 


PCAs |b Wa) ot PCtng | mag, tog) a: Og, 


PCat fb) My) Cty 111) ty) = 09, 





ut Pon parvient vas reladious 


Oye | ay ty Fy (v |, Hy), 


aC | 4, Qa) * a(t [tny, tog), 





Liao midme démonsteation Vappliqae a dous les cus, et Pon re- 
counall que ti substitution des periodes 2a), @ay ax périodes 
ao, 20, O0 laisse los fouelions oy Wy Gy, Oy tt invariables ou ne 
fait que les remplacer par les mémes fonetions rangdes dans un 
autre ordre quine depend que dit la parité des nombres dy byeydd, 
Asavoiy dans Poedre ot il taut plucer les quantitds ey), ey, ey pour 
Obtenie los quantiies pray, psa, Pay Dune fagon plus explicite, 
voici le rdésultat auquel conduit examen de ces divers eas. 

Solent 


Pope cen Jitng tay Pty oaey, 


Jheap ere Ry a ayy Pry 


(XX) 





tay PRy yoo ey. 


Ou mura 
OCU] bby, My) a, Cefn, tay), 
(XNq) 4 M(t fata, ty) tC fay, og), 
Mate | hy, daa). oye [ony ng), 


oft), fy ¥ sont les nombres entiers 1, 2, 3 rangés dans an ordee 
que ddtovinine le Tableau suivant; 
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Ausdessous dea, ye, 4, dans ehaque Lue horizantale, sont 
fos restos de la division de ces ambos parse. Sur la meme ligne, 
anedessous de sty) vay tay sent celles cles HUAMTHTES 01, 01g, toy, aqui 
SONb COUpT es respeclivement Naty Magy iy mtedaddy tay, tog, Sap 
Inméme Higne encore, wialessous ie yy 
| 


ayie tte dans ey, te fy) eatin, pour le ecommastine de ee ui stuit, 





yout tev valeurs par 





{uellos doivent @tre raaplaceds cos indiees, tant dans Ay ayn, 


chaque Ligne borizontide porte ia ounéra dordae Yur permettya 
de désigaer te eas rarrespotulaid, 

Hest & peine anile Qujauter que he snbetitution da neuvena 
couple de périodes au couple penile Cait que changer las 
fonetions Sy, Sy Gee dine bende ores tite des Cometions 
au, tga, ya, 


120, Poses ( XL 


h: : Watts Py ua 
Vl Ba Pia pay aa? 

puiaque les APMIS yy yy ent ates qe Tes quantites oy, 
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innive, Nuts ippellerons sabe. 
siddutian (*) operation (0 Consiate a templacer ges qMANtines ayy 
pu dix antes quion sient deg fonctinns lhtaiees 4 covftivients 
éterminds et de délorminant new muds si, Pur excipli, nas rents 
plagons vy yp respectivemont [HEY Gar of. By, ye 
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bay, nous désie 









(') Le mot substitution a une signteation heatecnup 


1 pln gendrale qyne tints 
avons pas & dévelonper iet, 


LA FONCTION Se bY LES FONcTrans QUEEN DERIYENT, 43g 


gherons cette apdeation par le symbole 


a ) 
44 . 
Nous emploierons souvent une seale lettre pour désigner li 
mime operation; si nous derivons, jaw esemple, 


s chy 
: wap 


nous entendrons simplement que Poperation § est la meme que 
Vopération 


Siaatis elfeetnans colle operation sar 





yJoebsiaous etlectuans 


crsuite ster les qantites ee | yy 





bay, Popevation 





cul ravtendira a hemplacer wef BM yard fae par 


er Bae ie Bp edie Pyne batt Bare, 
ce te ce es ec 


eh Pon mura finalement remplied ey ye par dies seconds meres 
des Gquationes prdecelatin, ee 





: net 
Vealive qavon aura olleetud sur 
yf Pope ton : 

Wey eh Wa 
thee he pe 


aa eee ne 
Pop a 





La double operating aid eensiste aoeleetea ate wy oper. 
Vion Sy patis sie hes qaidites qui rempliaciat alers ey WY Papira- 
lion S) seri 


wa fi ) pa i ) fp ea By wa j 
woe) aa, ati ga pwe 2 
les operations Setteetuian aiares [re seus indiopué par levers symlides 


enullant de da draite vers ba seaiche. Ge détermbnct she he stbsti 
lation S'S ext egal ate prentait ley déterminanix des substitutions 





ago CALCUL DIFFERENTIEL, 
Set S) Tl est essentiol de remarquer que les deux symboles S/S 


ot SS! désignent on géndeal des opdérations différentes, 





SiS" ost un trotsidme symbole de substitution 








shera par Te symbole 





Papdration qitt consisted efbetuer sur 4) Voperation Ss, puis sur 
les quantilés ainsi olteanes Popeération 84 puis sur les rtsultats 
lopération 8%, ee qui donne finalement 
“(alate Hip )ar be Cal fla HE] WIC het aye CPB aay yf, 
CHa Baan cata BS] aad Oya (yh ra ay ye], 


Cela revient eneore a allectier sur wy oune certaing substitution 
lindnive dont il est bien aisé de caleuler tes coetticients, 





Tes substitutions S'S, S’SoS sant dites composes aver les subs 
stitutions $, 8! ou S, SUS [host lai que he ngtion de compost. 
lion pout sendre de proche en proche Aun nembre quelcouyue 
ile substitutions. 
SiS S ropedsontent ta meuar o eration, cestebalive si, an 
' 1 
conserva los notations Unterioures, Ue BU poa 


ws ay eooB 7 ys Om 


(ee que Mou éerit plus rapidenient S! S), en convientd’terve $2 
Ala pliee de SS+ de meme 
prend da 





ale odane seas que sss, Oa eam 





8 lors ew que signitic in symbole tul qe 
I is ) I 
SPENT SUN SH, 


OW Py Py pay Pa sont des nombres entiers Positifss on datt ellen 
fier aura, y Popdration S ane premilre fois, pais oneare cette 
jdine opdvation sur tes vebsub tate, eet, ann taut, pfoiss puis, sur 
los résultnts, Popdration S* une premitve fois, sue les résillabs 
eneore Tt mdme opdeation S! aunie sveonile falas ates, en tout 
p fois, ete. 

Hest a Fenn uer atom peut derive 





S'S'S eo SCNT), S'S CNSS, 


LA VONGTION Oa KT Ls FoNGTIONS QUEEN DERIVE, ant 


les parenthdses indiquaut que les opéralions multiples dont elles 
cnferment les symboles doivent dive remplacdes par ane seule opé- 
nition se premidre dgalitd WeNprime pas autre chose que da ddl 
nition nidare du symbole SYS ta deusiéme veut dire 
ration SSS veyient a efectuer Pabord Vopération 8, puis, sur 
les résultity, Popération SYS) Gela esta peu prés évident, el se ve. 
vifie Pritleurs sans difficulty, 


que Popé- 


TH orésutte nisdinent de ty que, dans un pracdiett srvarbolique de 
SUBSHLUTONS, on pent grouper cuseniale plusivars feteur 


entity (4), 
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TT. Vn supposint loujours 


on désipie pars Fim syanrhote de substinaion 
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tel ie Von nil 


Ou vail wars, pa ee qui préctale, que les nombyes 2, sy yu 


SOUL leer ics per los «quatre Hquautionns 


a a Te 
" . ea 
5 ae 


Wu résabvand bes lens prentifves parcvapport ty’, Poet tes deus 





C9) Ba eomirsset des aati aretitie (ling prdeddenre ASS, fue 
Merople, pid ttre deliah Pia: Lacan au pen liidrentie son sbtppeee (gue ee 
eperations partiales paw Pou vatcvire sedieetnent aa plas the dveites a jauietes, 
inti Ibi dle gered de dee 
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Cur Ey ya ay, dent ber cadiicinta sent 
Nec ebinents die premier aymdiade Gon partiant dela ganehe) Ss reaphyonsy lev 
Sivdablec ae. yt yaa des evpronivans dineaiges aa Bye ba oy dant tes eaetti 
Chen tt sant bea thant die serial synhole So ais, sts bet Corrie tesfuriates, 
Tretbone cna, le pda de yy be expeminns Hinltives coed CO Ri a 
Hank boc eaediicients sek fer elvsnets tin frendadrinee sylnbade 83 bet cuciiieients aes 
forties iid serout bes MGaents ln sytubiade eanteod SHS, 


Teer Me i, mw 





aha CALCUL DIFFERRNTIED. 
autres par rapport dy’, sot on désignant par a te ddterminant 


Wad By 
if vient 
3 p 
we ay 
+ 4 
wow 
Hh importe: de remarquer que la substitution taverse de S 4 
est Sy en andres Lemies, ona 


. + oe : . Paioa . 
On désigne par 8" la substitution tdentiqne ( ). qai aad. 
“a i 
fare pas les variahles, 


Le symbole Sn dtd ddtint pour a enter positil ou nals on 
convient de donner au symbole So le imdme seus ens ‘ye, Tl 
ost aid de voir que, quel que soient los entiors positifs, nila on 
némutily, veel ay ona 


Sao. Suen, 





Cotte dgulité est dviddeute quand My SOUL posi 
8 | ’ 
nonanous done A dablir Péealied 


1 uo 
Ses a. Sa ), 
(0 


Wot il est aisé de dedaire ennite lew aalees vat, bn AUpposaant 
par exemple aes 3, on anna 


Mon nulas bor 


BEN FO OSSRE TS Sto SE (SBS IN 1 





comme SS bcs Se est [aq substitution identique, vee pad avidenis 
inent La Suppriner et Von we ensnite 


SSB UNE SOHN IS et oo BR Sy 
le wuisonnament uxt géndval, 
Obscrvons encore que Teépalite 


STS’S 
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as 
of 5,55, 57, 'T sont des symboles de substitution, entraine Péga- 
Hite 

WTS 18h: 


on firey en eller, de le premiere grality 
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sols TS Usa, 
ot le premier membre peut serive suceessivement 


SRICSS STE OS TSISE LS UStS 4 





Fa mame dgalité enteniae le suivante : 
ROSS UR, 
LAR. Les substitutions de cette tatnre, @coethcionts entiers, i 


Udteruiianal |: 1, jouent, comme ow Ua deph vias we 184 et suie 


i 
itritent de neis 





vind, analy partiowitvement important: elle 
wrdter quelyae pou. Ouhord, an vait qVen compoxant entre 
tiles deus porvilles substitutions, on trouve une substitution qui 
upparticnt aa médme type, puisque: les coefficients en saat encore 
entiers cl que son délerminint ext egal a ae comme prodwit des 
determinants de 





siebstititions proposes, 
Parti les substitutions de ee type, an peut sipnaler lex sui 
VALUES | 


POD Oe ED 
tou, nn nn 
Hest tris remarquably yon poisse les obtenie totes en ean 


Iduaet clay cle ced desiedity les deny Premiéres, par excrople, et tours 
puissances positives et megatives, 





Qaeda dleritey se nnd ans dens premitres, ¢ 
vdsulte de Pidentitt, bien facile a veécitier, 


bee qui 


yoru. 
On tive de la 
Veto Perth aga, 
Bir siite, Loute puissance positive ow negative de ¥ Sey prinerae 
en compasant tos substitations 'f, Geb leans pu 
Avant de démontrer he pruposition Gusueée, observons tout 
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puis 
(Ro) Clee), (“ yy (: prey, 
74 pea a pa yay 
Ou Lire visdinent de ces dernieé 
(“ ) yo ( wt uf ( ), ( th I ) \n ( “ fl ' ), 
ya Spc yo, Yoh ny 
et, on particulier, 
qa, f 19 , Vn Pion ). 
no oon, 


Cos diverses relations sont Waillears vides, que fe soit pesitil’ on 
mduratify 





so toalites 
8 boalites 





HQ. Ceoi post, nous dtablivons ta Proposition ee mats avons 
CO VAG tls TE Gh partionlior anquel THOUS ranatnerons las les 
autres, celut of Can des nombres a, Seat nul. Puisque aa. py 
est fgal Mun, on doit avoir, si eat ual, suit 


soit 
flrs, TOON 


aot, Bet 
sont 
» 
Ca ce 


On adune A congiddrer les (tudre substitutions 


(", :) (? |) () ): (Cy “) 


aby old désignont das entiers postlils ou ageatits tite d rani pitees. 
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La deuxtéme eb be quatvitme se raménent a la preemie et a ba 
(roisitme, putsque Pon a 


Di vailleurs, on it 


ot, ua ates edt), 


par comseyuwent 
fow l . 
( iN uy a 
, bon 


Par osnite, de theortine est dvananted, dans le ens ote lun des 
nombres g, Bet nul, 


150. Placouscaois maint ins teens géndval, 
LNebertiue 


( af jv h pascnd f ) 
Lyd poond a, 
fa ff . “ 
nites qe Bon pent mettre ( ) "bo? sous da forme 
“ 
ia 


vita ead, cn widear absolie, le reste dle la division de a par i. Si 
becreste est nub, on starreterd Hey xinon, an emploiera ta relation 


*), 


sunee conventhhe Pea, on 
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Romced 
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er, en nealtiplisaet a slyaites pour we pat 
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meltrt le second membre sous la forme 


Brow 

N , 

ot 
of fy est, en valour absolue, le reste de la division cde. (par ay, 
en sorte qte Pon eura 


(‘ ' ) Pm m (. ), 
y 0 oy in | 
( ; ) ( : . ) Vath era, 


Sif, est nul, le theardne est wertlid, puisque alors fa sitbstittes 


Wot 


\ of a vs es rn 
lion ( hy ‘ ) sobliout on composint tos substitutions Py Ue 
oT Y 


leurs pu 





alees Sify nest Jas uu, on eontinuera de ty mene 
fagon, et, comme a est plus petit que (an parvicnden lonjonrs a 
mettre la substitution praposce sons fi farme Moncee. apis in 
nombre tint Wopérations. 
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GALGUL DIPFERENTIEL (le Pave, 
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PObTSGh Lhéveloppemmonin des Tometieny cry eye ce 


TA TG6. Tetotbois entice des fonetiens a et dec donetinnn 2... c eee 





WOTE. Bay qnelpies fonetians ali rapport dea perindes,  Maraiades ie 


VUE ee ee ee ete en beeen nee an 
VTL Praastoriition Haat des fonctions 9.000 eer eee aN 


HE Cevralites air des trimalornations tiidaires.  Toomtariation tie 








neéaive sles fourtieny poets goed de Me Urvinite.. oc... a4 
QW, Deétertidlionsen Gasetieites confiieientedke be transformation te 

naive, the ried bulimia Prade pe digest buss bes for 

Vites ale Crane forndion dhe fametions fe eb ale da racine vingt- 

quadeidie de Panite ad digaive dae la fornnide de tranafevaa 

Cia abe die Benet Weed. Lev etter eet enge bebe tees BY 


‘Pranoformation spuvlratigne ees teastions 8, Duplication ste far 
PMUAEME eae eee rtd eee ett vere UNA 
Moor Maltiptioation 








ATL. Transiecaation over tapi des Car 


CT EC AO Ce) errs br) 
VRIORG, Savon théorsie de Me bertite. ebitiows enti bes fonetinn 
Theéneianen Uiblitban  Tdeatings de deohi - Puraitle de 

MPUEMOM Cerne Se 1 


CULAR EIE OV, 
Los quotients daa fonetions 7 et dos fonctions %. 


QNTSAMW, Tees bonectias 8  re cere ee Pere teers reve HN 
AUD, Tae Teaae tite sits eu ili Nettie stiveriesc cc ee teveae age 
WAI. Peaehesiaition Hiudaite des baactinns cllpriped. cee eee ry 


SALON Chasforniation quiateatique: des Touctivins eliptiquis, Duplin. 
Gen de Porgiuieit,  Applicstion aay dévedappententys dies fate 
Visto sti, OA Ue eee TT | 
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460, ‘Pransformation Word 
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tritusturmation.,.. 
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ALE DES ATHOES, 


re trapair des fonctions etliptiques, 


Pages, 


Malti 


wat Apercu sur te prohltine general de ta 
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DU CTOAB PIUEAHER, 


Page sro, ligne vy ere len de (hand my Aire ake vpboaihs 


Page a14, ligne), cee Heer ade 


feoorubae, dire teutne, 


Mage 4a, ligne oa, cee eae ate Pay, ire f(r), 


Pape 64, lignes Ppl iy, maltiptiee les second 


Wage lit ligne as, cree Aiea ate ay Hee ny, 


Vise 167, ligne ag, ane die de ED ding pliner, 
Bi 7 # 


an tty 


we t ta 
vada et wala 


Vargo iN, Ligne 14, acer Mere ede ete On Hine ten My 


op , Myo, 
Vage 186, ligne 4, ae den de, fire ry 


wy, wt 


Binge 04H, ligne at, eer Here de Foley fine YC) 


HC} Ya)! 


Pageaog, ligne 14, ai Bete de peel of positil, fire reed, 


Mage wor, tigme ati, cae Cie ed 
Page ue}, ce Hen ade Pavint 
dau a (ar) oaboants eerd ae yu 


si est na multiple de ty, thy 


eeveed ut atgatit, dee wid, 


teeters 1a 


rnabres par be feetear cn, 


erntere lage dit forte, lire eat abe et be tee 


run avoir Gen que od boot oun woultipte ede “ Mt 


Pagecee, devnidve ligar, sifoater sown de syne | | Pind ive 4, 


Vitae vay dovnisye ligne, an 


Jar deoteur qué vanelvait se torner 


Ob iptigies of degarriy sede 
ies fonctions elliptigues atu 


. Oot 
Hen bey fire, 
a 


vat les natiany fudispunsedttes aur 
WMeeantyur pourra se dingo ade 


aedras VU GMT et les asmeras Td ah 


rime Y apm 


me apercn le ht Theopiv aps fone tions 


wpplivations 
fire bey nats 
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CUAPTERIE TL, 


LES PONCPEONS %, 


L.-- Dévoloppomonts doa fonctions xn, 34. 


WL. Les tometioiws vie aie die M, Weiersiritss, qe nous aves 
fhuaaltdes porticolibvenent juaqaries, olveod, en vaiyen de laure Bye 
melas, wa 





al inbred ot une peande alilités iais cette syn 
Irie indine laisse contindies des peoprittts pee Porplot Pautres 
“iets anal yliques pera seal de dendley, 

Ces aouveaien eléments amalytiqaes ant él inteaduits dans bi 
Selencs: par Facohis lem adesuverts est assueaient an de ses 
Plas bey titres de ploie (OTs peuvent Aire, comme on de 


VY Vale Muxnxe- Tener, (Medtichtnisseede auf Jacohd (advuvres de tu 
cab GW uh 


Toet M.-L ' 
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verva bientOt, éludiés direeloment sur leur deélinitions leur chide 
pent dussi dtre rattachée & eclle des fonctions vu, agi. Hs se pee- 
foue. 





senlont natarellement quand on développe cos derniéee 
tions en série, sous une forme que ous allons faiee committre ('). 
Dans cos développements en série, comme das les fonctions 
dedacobi, les deux périodes ne joaent plus te mene dle, Nous 
ferons désovmais ty supposition suivaate, quiieat esseatiodle : 


oe . 1, an 
Le cocgivivat det daus le rapport . st posite, 
Mal 


Cola vevient & admettre que Paugle faraé par Tes deus diver. 
lions, qui vont on poiut a auy deus paints vay coy din parallélo 
gramme des pértodes, a te tHisposition tlircedte. 

Dhutre park, nous ne cousidérerans plas que des couples 
(201, 88a) proprement equivalants aa vouple peimitif Cri, 1004) 


py . Bly . roe 
de sorte que le coefficient def dans be tapport i sera aussi positif 
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eb vil faudea toujours prendre le signe supdcieur f+ dans les for. 
mules (No) eb CX Na); ainsi Pan ates lonjours 

ne 
| HL MY ny 


(XXVIIE) 


we 
My bge Uy My ode 


152, Nous allons @abord devire sous une autee forme ha Sar 
mule (X)) qui dome Pasyie 
entede, dot fonction a, ainsi que des forties anabapaes 
(XVEg. 9), relatives aux fonetions Thy yy ty. 

Nous enploierons les notations snivantes (4) 





ouen produit infini, a siaple 


“ue 
| pee oy ait, 

(XXVU) el 
{ ts ine Y rene, 





(*) Gost hu muarele euivie pay AL Weleranries dans ae Fouts prafesain a Cui 
versité do Bevling cost aut celle de M. Schware dina Yen Formed ind 
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() M. Hermite a sonveat employs te symbole pour repreaer te Pieper ma 

to 


c'est angst Tu notation udoplds ar AL Webar (Buitische Pune nen und 
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mules (XN VIL.) avec les notations actoelles, A savelr 
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ogtia Nw. hate 
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‘ end (| gtd 
wed 
noe 
, 1 fygne 
(3) yey vegeta woo ‘ 
donk (Vogt Lys 
‘ wood 


Joignous dees forniules eetle et: 


t Vv age 
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(XNNgd heyy 


quioest autre chose que br velation (Ny) derite avec le notvene 
aysttnie de notations. Pur ajontant des rois premitees cuales, en 
ae rappelaitapne ey peg doe estrul, et en compel de résultiat 


‘ta deeniéve dealite, on Gronve ti relation lindaive quit suil, entre 





Jes qiatre série qui figieent aay seconds menibees des formules 


(ANN a): 
ext) A yn \ yt | \ ques . yi 
(ANNay PT Le 0 te 
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H4. Revenons nuiitenant ans cyatites OX NEN hae ESS doa 
les const qnences et los Teafarinations fant Pabjet principal de ce 
paragenphe, 

Tout Pahovd, nous reuplacerous, dine ees Tories, ae snecessi- 
Verent string ay, ec de amitre daveir les développenrerts en 
pradiils infintin dle tray, Ay hae 
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se Want! 1 im 1 
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ne comnpertent UCI mubiguild, Nous SOUOUES MISS] anents 
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om mt 
[Win ccf os tn 
(XNVEy) , 
mate 


m m 
ile sorte (ne los syoibotes yen, i, ( yt yes Comportervant ji 
mais auedae wmbiguité; nous disons cela ane fois pour Coutes, 

Comme les produtis intinis qui figarent ian dénaminatenes les 
formules (NNEX, 1) Sinteoduisent dans an grand nombre de foe 
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Yor | Jo “gy, on | Ju bap, 
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Boon Woon 
aes | (ele gly ogy | Ju qin ly, 
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woe wd 
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on ty yg 
y ar pi yh ee v4 ai 
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yn fully og 
(XXXT) |g, ; ivi Oh eae 
mags aig! | 
, ( 
wi 
Athen Arty 4 | 
va pais ea hh o 
ri va 
LG. Cea résultats et la forniade (Nfu) 
yee ven 
vi [rag vi ’ 


nous permelteat Cespriner an niuyen de ty, Hus fer thas fa les 


six radioany Ven: tg) On Thame tiomediatensendt, apres dea a 





dictions qui teposant seulemont sur da formalde qegydee 
expressions siivinles 


ty bes 








yo 1 
veg vy ivsyty" 


Ht 


(XNXI) Vere eye tad, 
“my 


Yepecnye 0 foes 


ty 


Le caleul des autees radionus 
seul une verification, 


ot les formuates (XT) taurus 


LES FONCTIONS J, 4 


Ges ex pressions utetlent bien co dvidenee ce fait, élabli ad oe lL), 






que Jes Trobe quintiles le: tay We Pay vow ey somtdes fone. 


@nes et dade 





Uions hone home t thes demi-périodas a, oy. 
Les expressions de ey -- ey, eps egy Oyen eg a mayen de ty Yos 
iy fay 7a Worts fournissent une seconde relation alpeébrique entre 


ces deruiéres quautités, a savoir 
(NAVE) 7 a 


chest 





Ce ce is rs OT 





V7. Nos définirons sine ambiguité les racines quiadteiines des 
CiTerenees eye ray ee ea ey eg et tn racine Irvititune du 
diseriminant Go de Péquation 


ANS aN a GON ON ee N ce ou, 


en posit 





s , 
oy "| vey, 2g 
(XXNIy) i Mey ny { . Yyottts 
4 
iy oy \ a dogs 
ay : ts u ' 
(XRNGY VG er ea oe Fron Jetty MERE 


Dini tates era fornciled be sigailication ey ig, OSE Te mdine s 
vim 


lhe pea Paiflears }tee fiyte arhitaineaend, 


fg, bass prarluits infinis qua linn lens ey pressions { XN NI \ ) thie 
tunues poue vay Tay Vy Fu Linen) ae Gemeratcur sant sty 
eeptibtes Petre ibivelappes en catries convergentes, ane furnie 
‘ 
Lives simple, vntitves en gan ien gh ih), 


CO) Te predate abe paouagge at fe tianibe agit Peat beaten eiehescay pias cbt 
alice Le faction Sheba beaetoar a cet devedaqet par MS Bieler, opi eu a 
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Considérons @ahord le produit: infint 


neon 
[fio Ge Vstye gy gels *)h. 
wo 


qui feure dans expression de taal posons pour un distant 


9(3)e— Cy YOY gs) a 7 
MCLE gs La pts TWidd t gtt ba ky, 





Host clair (Hon peut derive 


GCs) Holay(st | a May ag 





' a aks gay, 
Moy iy vary hy eves tty Chant des Fonctions entiéves ce y 
TYailloues he détinition tle 9(3) mtoutre que Pona 


eqs 





(heb gst yen ey ache Pete peerdgty 





» spill Past) (as Mc yen tg My 
Pot 

GCG yar gy waa predisty, 
En vemplagant, dans eette identing, gs)el sigs) par 


tart (stag 





weed (are og tay 
ol 
Mo gt bap Fe yy yy Halpin sts |g ans way, 


puis en égalant dans les ews membres les coutliviats deg ad MM, 
il vient 
any MeV Gey ry Mae Un taggin 
ou 
qk Wy qin May 


Uo Tos gpdier ad 


donad diverses Applications iatiresmutes Co ravbageanl Tes teamsecmdlanties Raa 
sidldedes conmme dua lintites ihe fonetions ubyehriy ies (forrned ibe Credle, tas, 
Pe TRG). Le petveipas en eat hein be a Gunehy (Cnaiptes rida, OM), 

(hervons encare qe M. SehelThaels dans VOnvrage intitule s ie hehre ven den 
eldiptischan Tntegraten und den Thete-Pauvtionen (Merlin, 08g jie prix les pre 
Maite indus eotune beimt de depart ite be Uiderde Hen faartions Thetic diab, Iie 
inéme, avait dignaté les avandinges de cette marche, 








LES PONOTIONS 3, 


ul 
Ho remphigant suseessivement 4 pur Am ty A ny ee ty eb 
eno maltipliant membre a membee les épalités ainsi obtenues, on 
WNL 
(1 ple ak age, pt aks lagu 
on “yg “y Hey Yee gitey 


PTB po pnt ad 





ee geaeay? 
Taillour 





sur beddlinition de (3), on voit que Pou a 


7 ac gtts 
per suite, 
1 a (4 yaaa wy apy 
in 7 a ge) 


Ha vemplicant egy dats Pespression obtenue pour ay, par ta 
valenr que fournit cette dernitre sealiie, il vient 


a yt Chg ey ey ghy 
4 : 
(i Ae Pe Ao 2 ee ELS 
CoE Creag 
a 
tt, at u 


(a pen ede th yey 
on fais, pow abe 





SUES 


(t phe Wy gen MON ay 


gy 
ying 


yes, 


Spent way 
VWoest Piilleues insusilente que, spend ce geaclit indélindment, 
a0 pou Tanite Punitd, a eause di la convergence dir produit in. 
lini 


now 


| Ja pny, 


mod 


Ohi voit aussi pie teas hes nonileesca, restent, en valeur ahsalie, 
infciewes Aon meanhre posit tise at iadeparoliant dee, pur 
X 


exenaple ae produit tatind convergent dent bea lactone serait 
pep [apie | 
Geei pusc, coaddbetrons Pespreasion 


Balehes tbe gine yy gal eh 
ent Waprts ee iti preetde, Ue 





Pafspcipayytstys 


Vt RPE SO eh yy SMT sms 
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et Pon voit sans peiie que, st Pon fait evoitee 2 indéfininend, Fis) 
a pour limite la somme de la série 





Bs)er tg (ste a Yu, 1 ght( 3 


Lr YOstge gs My 


Que cette série soit absolument converzente, est ee ai edstalte 


de ce que la série 





en Ls 


est clle-nidme ahbsolument couvergente, dist ane celle ou en 


4 


dédiit on ehangenat sen "ran efter, phy sty | yt 





| tend 
vers zéro quand 7 adgmente indéfintiment. Repardous maintenant 
gels comme des nombres dounds il est eluir qe Pon a 


Jeng t(adeer sg Wy att yea is why ye 


parconstquent, dius le développement de Maa), tn valeur absn 
tue de ta samme des termes quisuivent le derme de wing Acest in 
(Mricure & dn some, muliiplite para’, des valenps absolties thes 
tarmes qui, dias be série (3), suivent aussi le terme ile rang A3 
ony en prenant ¢ saftisomment grand, an PeOL supposer cote der 
nigre some moiudve quan nombee positif’ arhiteaive ¢, Wun 
andes cote, A Gant ainst tint, pltisqae, lorsque ae auysentes tne 
Udliniment, iy Wy cay a, oul pour Hovite Punite, oa peu 
preadre au 





sea grand pour que ta diflérenes vate ba some cles A 
premives termes de Mes) et la some dow & prenieces termes de 
Cs) soit moindrs en valeun athsnlie qe sy ou aura, chats cos 
conditions, 

PP€sds Mati teoty 


eo qui prove bien que PGs) a pew Tiaite VCs), quand @ pean 
it indétiniment, 

Observous on res qe, si Pon désione par Aun none 
positif queleonque, on veconnait Hmndintemet, snr da fave 
meme ide ta sdéeie dant hn samme est C2), pte cette serie est alos 
lunent eb aaéformemont Fonvergente pour Ponstanble thes viatervs 
dos qui yérilient tes conditions 





Ar 





LES PONCTIONS 3, ‘ 


ws 
fin elliot, on voit, sous le hbénéfes ide cos conditions, que les valeurs 
wbsolies des terines de la série f(s) sont iuférivures ou deales aus 
termes, Cous positify, de ta sévie 


Hat TAD. cay pm, 
série dont lia converpence reéselts des renmiques préaédontes. TL 
suflibdés lors, pour dtabliv la proposition Chonede, Wappliquea be 
theéorane chat 24 


L50. Nows avons dtabli Pislentité 


now 
wl Jie Pay Vet gia ba ayy Mie 
not 


ot, par snile ON NIN. Pesalites 


4 
yen ett TON pet emens : 
fat, fowl 


Hons ablendcons des idealiles dalagies pour lei autves fonetions 
Teen changeit met boos te ota fet, ce qui veviewt a 
changers pa PPO ee, 
a 8 " ” 
Pirexeniple, ai Mau ehange seen a 
ee la formuke (SO) 


ort Ch st on tient compte 


Ve cing poe etttng 


ou obtient Pegalite 


yao" wa Ni eLyrager su tasted, 
tftp g aod 
" 


en posal, pour wliger, 


: (waht 
Wor gg et ded yg any cqyeg te ; 


hie 
xi ‘ 


qeeny 
Si Pou se reporte dillears any valeurs cde ating, iui 


end ale 
Stabling at Ed, st Pon se rappedle UU gery me Ay tog esl dyal 
wt 
wey at trons 


« Thy ty thes 
ol ey 
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ona done 


1 

1 (ashy 

Cit: Magy “ Lovey 1 atts Wee, 
lo 

2 an 





On obtienden de mdnie, on changeant a oeny Log alts Dey 
pression de sya, Pépalite 


a 
: 1 v (ai! , . 
Wye ethines \ N a! ) eh eas, 


| 
2goutg 


ety en changeant daus fa meme EXPTESSION OW Wf. Oy 


q 
Fae ett NN aye genene, 
01] komt 


“ 


Tl. -- Rolations ontyo los fonctions # ot lon fonctions 3, 


100. Lew développements des fonctions ta, Bitty Wye, aye 
anxqtels nous venoms de Parveniv nous amedoenta Ditvaduive grates 


nouvelles fonctions dela variable 





“ 
hes » Nous poserous (') 
sty 


1 
fuel) 
a0) : Mi Wy 4 eh ead 





(ey 
a vy V ptt tl, 
fond 


a 


y(t) at emen, 
" 


Steyn WY Laps edmneate, 
henl ‘ 


a 


On veconnait directemmat, sme li fovine aide des series qui 


figurent dans lox seconds tenho, que vies serie, repaeiddes coni 


(1) Led notations petatives fax Senetions 2 amt cethes oy ties 
pour Te premitee fois dans WHat Prati en GAL aN a PVaiversite gle 
Keonigahery ot quilt onsnite emplaytes plutir oeeetles hey Mraredaaen ta dant 
Nowa parlerons ploy fad. Wine tek tontefois aoc intive fot mens tetas Phe 
dice 4 eb it borit 3, (vr) Wot none devivany 200 (Wenn, 1, Te fan MB Westar 


Javoliia intveduites 


LES FoNerions &. 





. i) 
dépendant de ta variable ey sont absolument et aniformeément con- 
vergentos divas toute revion dimilee du plin of Pon figtire coun 
variable, Mn eller, un ruisonnenent taut seanblable A celui de la 
find n® E38 montee que Le steie quiddlinit la fonetian By (ar) de 
In variable eo est ahsalument et Uniformeément vonvergente pour 
Pensemble des valeurs tee qui vetrifient les coulitions 


[ eeite | A, | " wise AY 


ate AC ost ati nombre posi! fixe queleouque, eb Vou reeounait 


aloe, AL Srhiwnes, Hidphen saiettent: Pindior o Matt nats inetions Madice ila 
variate ext Be amare qin idinn nates covte, 
Me Hortaite a cnptoye ke netation combrance 


taleuety a" (ae & 
Oe Wye ple ey] 
aed 


nite, f sont des cutiers puelennmatos: des fonctinns 
Honk tone aad Genetine £ 





SW BM ate ME Heeunine 





oO Un a aif 





Oe rae eee 
mag ww " 


Hh Wada 


’ wig wee REE Op 
Neale Ou yoo, vor tein | teeny ) 


Bg Shunt ded entions spucleanqiien. Cotte dernisee furmuite, doth wnte, vontient tes 
Vinghpiitie forsastlen CNAATV, 0) gate times deriva tus Inde explicitement san 
Vaile, par ee sient evernpbs, bes ANAT CTLs notation pent presente anes 
. a ihect hood 
bine des view Ajuntanes qa dea glyine abe Woatey met congeny a foot | so 
‘ it u 
martidlis vy a 


Les natatinuea ob: Tied ot Tnauget (Pheri iden foaetinny eddigtigues ) we rat 
taehen€ i celles ae dev avian wilaplees ed peat 





te hha they wot, 

we rome 
U dae f, U ae feovtyt ty a 
Hay Ld eed wg 

wal 

“se (" y Cm vysae 

a oy a 49 : 

Oey Fa awl vee a ' 





Wied Bhag oa | 


tan he ‘ 
wet 
ar 
, 7 y Lut vate 
Wie Bwyd cs ng SUE oy ae 
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immédiatement que ces conditions reviennent A dire que, dans ¢, 
le coefficient de i doit étre moindre cn valenr absolue qu’ 
nombre posilif fixe, d’ailleurs arbitraive. On pourrait faire le 
méme raisonnement snr Jes autres séries, mais la facon dont on 
passe de l’une aux autres permet de s’en dispenser. Ainsi les fonc- 
tions S sont des fonctions transcendantes enti¢res en ep, ct les 
séries qui les définissent peuvent étre différentiées, Lerme & Lerme, 
par rapport & ¢. On reconnait de méme que ces sévies peuvent 
dtre différentiées, terme A terme, par rapport A g ou par rapport 





161. En groupant ensemble les termes pour lesquels les expo- 
sants de ¢ sont égaux cb de signes contraires, eb cn Lenant comple 
des formules d’Euler (n* 66), on peut écrire 


' nae wrt)? 
(1) 50) = Si—nnag’ 


nao 


A=O at 4 
(@) 30) = Sag “i) COS(2 7-1) Te, 


um0 


sin(an-bi)are, 


XXXI1) tee 


(3) %3¢v) ait Yag" cosanTe, 


ast 


nae 


(4) Sy(e)=1 + Seryrage cosanttt, 


{ nel 





ou encore @’une fagon plus explicite 


a 
Bi(e)=agtsinse—agt sin dae-tag a indme—,.., 


t 4 ak 
a(e)= 29) cosne ag? cossre hag? Coss ay $e. 


3a(0) 0-4 29 cosate te 2g' casi xe -bog* cns6 re 





Rey [29g cosate + agteosqne 





q? cos beO -l, 


Quand on voudra mettre en évidence, soit le rapport v2 3, a 
mm 


Paide duquel les quatre fonctions & sont formées, soit le nombre 
gq =e, on écriva 


(ele), S(w[r), Blof), Sy (] 9, 


LES FONCTIONS 3, 17 
ou 
My g), Toy, Dr Bog, yg), 
ata place de 


FO, BO, Bid), B00, 


Avec ves notations, les résultats dire 13M peuvent dee mis SOUS 
fe forme suivante 


woo, lt , « 
ay) oy Ta) Ca + eahnpt TO, 
H fn, 
(XXX) PEN an bys ee tutions 36 (0, 
iy Poy Fy etuinwt sy 6 








ita) ng Vy tite “dn, 


TOY. Les faraniles (NNNUE) penvent séerive sous diverses 
formes, ay 





leseticthes i eonvient de se funilinviser, 
lieve monte que 3. (0) Sunnule pear ie. oo. En prenaat 





«les deus ineiubres PRE rapport aay en supposant 
We oeten se rappelint qae Pow acat ic toon trouve 


Y ‘ 
Cr a 
! 


Fu. 
m 1 





Diviions Peépalins (1), teenthre a jembrs, par celle (ple ous ve 
vont Pobtenies divisous ae aide thacaie les Cyalines (a), (hy, 
(4), nosubee & membre, wer celle pon on bedait en y fats 
“ Hy Gn Trpaveni 

{ wo FM king ug oe 


XXX : walt 
(XRNy “hosts 


h Yat . 
ae a Fe g tty 


Ateoyet co Pe 


Mar peentnt lies derives Jogavithiniqnes: par Fapport dae des 
deux numbed des relations précrilintas, iP vient aussi 


| (os et ee 1 aii 
(XXNIID | my veay mile 

| ee 

(TNT Gx ty ty Teale) 


Tek MB \ 
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et Pou peut mettre ces derniéres velations, cu tenant comple de 


celles qui présedent, sous la forme 





3! 
qu Bye) : 
vu UE et i phe 
wy FCO) 
hat 
, Aru, Poe (ey 
Tee pels Say fe “ : 
oy ony Far Cod 


Si Poo se reporte aux formules (NNN 4) qui dounent les 

' 
. 1 . 
expressions de Qeg o¢y, oe, am moyen tle gy Gow eee ON Voi 


qu'on peal CNeOLe Sain 








(yD vu Pees yy, 

(to) | my yu MM Ce, 
EXNNIW) / 

(ity by tyne aE, 

(ta) yore Vege tye cette la (ay 


Bu vemplagant dans les farmules (NNN, 3 a aya aya, 
ar par tenes développements one peedaits iafinis a simple eutede 
(XNIN), pris chacua sous be forme qaiimet ea eyilence be vat 
viable ¢, on trouve entin 


' a 
Ch) By) ego sides | | Te Ae er 
oot 


a) 


- 4 
C0) FyCe ryan cee ese | Jo Porgy vanatae sgh), 
aot 


(XXX 


a 


no6 
(7) SQ) mf Ja page Veasagge 5 phe, 
wot 


noe 


(CH) Bele an | Jo oD Ae ed oo) 


ag 


ty, 





163. Test quelquefois coumade de prendre 2 commie weiahle 
indépendante ot de considerer, wa lieve iles fanetions Ge), bes 


LS vaNrions 9, iy 
fonctions suivantes quiiwen different au fond que parle nem de 
la variable, 

Si Pou pose 





(1 his) ays) imé yey 
n 
ya 
| (abisy ogesy yi ) stn, 
(XXNIL) " 
I" his) pyvay Nyon, 





‘ as 
Pf bisy sy tay ™ iytge 


” 


ma manifestement 


fils Oy, Pals) Baten, 
fal) Syews, padco yc, 

Ka remplacant, dans lex forniles (NNNTU 4) TACs), yf), 
av), By(v), respectivement Wer oily gals) sala), ai(s) et 
Fy Ay Aye Byte par len pradiiis talinis 4 stuiple votrée (NNIN), 
prix clacua seus be Toei yuiomet oon évidenee be variable 3, 
Oblient Les eehetions 


t Mow yw 


ina. Vgc ce : 
LS Te?) aay! - | Ju yes a Ju yy, 


mod wot 





Woo 
Ves At 
Wiha fgher pay , | | igs | Ju bapthaty, 
(XNNIN nt nod 


wow 





noe 

Crhb jae a aes | Je bape Naty, 
nor wel 
oe Wom 

ihhiv pytehs ray | | Ch ygte bg ay i | (teenage C38), 
\ nod nel 


dont nous foros usage dans ai instant, 


104. Les finetions 4, 09, Dei (v) qae nas venous de Udtinie et 
doat uous aveny fabli te Hen avec lay fongtions au, ieee dillerent 
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profonddment de ces fonctions parla fagou dowt y sont ene 
les périodes, qui dans les fonctions J wentrent plus que par dew 


onoimétriques (NNNUY y), qui reper. 





rapport, Les sévies tr 

sentent ces fonctions, sont Leds fiéaantes > etles son peveleuses 
dans los applications anndriqites de eause de leur rapide conver. 
gence, Les fonctions & joueut Mailleurs dn ede essenticl dans des 
recherches importintes d’Analyse, d'Aleehre et UU Arithmetiqne, 
Nows allons, dans les pages qaisuivent, développer tes pro prielas 


fondamentales de ces fonctions, 


Plusicurs de ces propritids se déduisent imarddinteaent des 


propriélés correspandantes: des fonetious sa, tye. One reeouuall 






ainsi tes facilement quels sot les zeras des fonetiona 2, ai 
alles sont paires ou impaires, ce qivelles deviemnent lorsquvon 
remplace we opureferopy we lama, a lay, we | yy te spud rie 
: ) % 

vient a remphicer Pope ete dy eb wel ae bead Ie change: 


ment de geen dt donnorait lew formutes relatives ae chanpe: 





ment dep en 
mules (XXATY). 
Le Pableau qui suit 





a Hy | tay a! 
(XXXIV) , 
1 bey : 
u “ a 


done les valeurs dee ed mmulent bes divans fonctions 25 ces 
valeurs onl dtd placdes an-dessaus dee la fanettarn correspundante; 
it ost sous-ententu qivou pont lem ajedler aa aeimbee de da 
forme at patsy peek a elit entives, 
Les formules 
Al) r Buy, 


XXXIV, 5 " 
( a) Sartor eyes Bary) 


n’ont pas besuin explication, 


LES FONGTIONS 3, 


Los fornnles 


Haan bay Ty), 

sees Salve ay Saf), 
XNATVG . + 

( ' Tue Gay Bacay, 

Tie gy Te), 


UXNNTV GD : 


Vobtiounent de da feo ti plus ninco, sans passer par tes fone. 
Hons 3, on Partant dis stides Lisanne ies 5 Clos mettint en 
dvitenee, comme ees deraitves, it periodieité des uate Tones 
lions &, 


Tes tommoles 








voy) Na, 

awiiugy A Gad, 

(XNNIVA) Fee sd Nay Gg, 
[em ty AAO 
N y ty Wine 


PRS te 
Hayle), 


(XNNIV GY Noah, 





petvent se detduire des tivuasles COXNNIDL, cae) egerement imodi- 
fides, Si Tun y cemipliee yet spar denne valears et, eee’ on oh 
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tient de suile 


Me yet’ [> i iy ae(ue al 


a 


“ aytya 
Sa) 5 Sede way 


4" 


t 
i , 
‘ 








‘ Vosied{ata gin) 
Fale) Me { my 
i 
ran v tie (at yaa) 
ip tite . 
TCey Be bite 
if 
Les quantités entre erochets dans les expanentiolles scout toile 
des Winomes die second deget tna qui deviewnent des carrey pur 


woe . ry ad toe 
faite quand on leur ajoute bie quautioe (ai on pent thane deeire 


Tet 


| ¢y) ev 





wui(aet 





Fy (vps ; x ier 
Mies aeties ', : 
(wy oe yw) ‘e { ws 





(XXXII) 


et 


(it) PS Ee) Meee) 


aha sata? 
(aye ey MM qe ay 


4 





ur on voit qu'en vemplacant v pare poreta par ory bees eX par 
nenticlles se roproduisends en sarke que, purser chiyeqient, be 
premtion et le quatriduie des secmils mietabres chanpent seulement 
de sipmes 
On nah 


lundis que Te sean eb be beedsitane eestent ievarialiles, 
iy pe exemple, 








Tile gy yet 


HT Bye ty soa F Aled, 


Wot 

Bi(r ater) ns ole ae Cy, 
ab Von ohtient de meéme Byes Sale dor), aCe) au 
mayen de By (0), By (ey, Fae) 


LES FONUGTIONS f%, 


Ol voib Louk aussi aisément , 


SUP Ces formules conical les 


choses se passent quand an change een ef Hosaftit de rem 





placer, dans les deay preanioves, 7 pee bebe par ry 





2 


. } T iu " on 
eequrehange ad Joo yeaa to ds ety dans bes deny dernitves, 





simplement ep pee (oe quiehanie a 4 e oT ): Bar 
Jetat compte Paitleurs de ee que Pou a 


aiet ago wy! 
(wrk Rae 
et r a) e u 4 Ve ie, 


. ! a a 
omaltient les expressions de 2, ( | ), Salo 1 ) aM neyen 
4 f a , 
\ 
+ “ . an . 

de Sir Say ted. Minalenent, ou areive adisi aay farmules 
(NNNTV,). 

Ba repetitive fois les Corals (MV) eta tots les fovmules (4), 
OU aw Attssé 
Tue Loam ea PY ap ary tren yy, 
er) ee ep Me EE ye, 


Sy bet pe faviy 





ONNNIV 


sUe 


A MAP ap etme ZY, 


Kolin, cu eouthinait bes Corniules C42 00 C6), ae puwlart eas 
Porat 


Hayek 
TW, 
tXNANIVAD 


AIT Cr, 


Hoa, 





IPE eorreponmdent a echangentsul de een ge ong. 


Olaavens en pect qa be fermules CN NNIEV,)ulL(XNATV, h 
auty si Pin vent, les tornautes (XN NIV), qui les contionnent comme 
cas purtiediiors, aretha on evicleres ce frit ye des quationts sly 
fonctions SF sont des functions dowblenent pevindiques, aver les 
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périodes 9, 27 5 on prdvott ainst be edle que joueront ees quas 


Vents, 


165. Comme te changement dep ene boa [oe vevient au 
changement de sen (vy gts, et que les changements dee 
! 


' doe , 
re | reel ' PUVTCTURICIE AEX clangeaents degen 
“ 





fs, aly, fog, les Covmules précedentes: penvout secvire 


eC amy ep feng sean, 
ya, dD 
pale uyitgne] ga Mates, 
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palt uetytal Gaye gy 
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tate vy) 7 Syst, 
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pala fq) yd 
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Ces fornides se déduisent Vaillenes inundiadtenendt des deline 
finns des diverses fonelions : 





TGG. Les fonctions 2 verifient banter ys quatre Peqauaion ain 
dérivees particles 





esc Late ager day 
aps me Us ‘ 


Nous avons vay en aller (ae" LUD), que low series qua dtindesene 
Jes fonctions Bist), Sepa les t 





Aries quad rentront cians te Ivpe 


Ma, PRE Oat erin ey 
took ‘ 


" 


LES FONCTIONS 3. an 
penventk dire diilrentides, terme a terme, soit per rapport ae, 


soit par rapport dy. Ov la quanti’ 


Bo UE E ettita pay 


vévifie, conime on sen assure Tumidgdiatement, Véquation mux dé 
vivees partelles 


Hhen est dome de imé@nie des quatve fonctions &, 
HI. Sup qnolquon fonetions da rapport dos pdviodos. 
Formulas diverson. 


107. Ma fii oe oo dns les Combes qaidonnent les ex. 





presstares tles fonctions Cp att | arp est auemenle ce aye, 
toe bets . : 
MEL WSs cat tranve fe valeurs de ees fonctions pour 
vo “4 
Poy ris . 
ee Potediec de ces valeurs (ait san 
ate A 


nectolles wexprincat a neayen ales get de 3 
| I , f 





(oy a(n), Gy (a), 
Ces valet oie lisent st capidement sir les forniules (AANIVD 
Vane jaye taatile de bes reerine ied, News ucts borrinis a lapse 
rire les résultats obbends en fain eeu dans tes Cornudes 
(NNNIVD, apets avd a prin tes che 
on cubtient ainsi be Publeaw de formals (XNAXV), dans lee 


Rat 


quel 3 





Resales deus miemnebres: 





Yo ldaigie tanjenys da dérivée piv rappark ay de Lt 





fone 6 





CO). TD cowie uber, lie part, que les tras 


Rem) () 
sont padres; Vales pat, qatil ne sv iateoduit pas tla Le “Tables 





qpusnntites 73" (a) sent alles, patbapiie bes Leads fuaetions 


Wrtee thane ueaiveie pine 3) Co), 


;ayeny Ty, 
ANNV A astm 
' Sie tis at, 


yy ae 


——~ 
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a, 
Fyio 
(XXAXVq) 
", 
tt 
4 'oyan, 





evn Mg Uayan, 
(XXXV,) ity US qn, 
whee UGyan: 
' 
ny haya, 
. !,, 
Pie UF yan, 
(XXXY,) 


!, 
fry} yin, 








(fe Peasy 4 Pe OT a, 


ivy Tym ney 4 Herta yu, 
(XNNV) a 
| Sy Cit vw Mat OPS ten, 


Dye asd teagan see ty: 


Vey . '. 
; ) Pay tata, 


', 
ey Vion, 


woo 


(XXX VG) ‘ , 
rye fds te, 
Mh ' 
a(t) ‘) Mg Vyin 


[ost \ peine atile dy PANE THer pte Matted ees ptibts ie abt 
pendent que de 

On nuit des fermdes abitlop nes, spe nea ni dispenseu 
eerie, pour les valins sles funetions ots) an abs dees derivtes, 


quand on suppose s égal id, VEY. eet hen tpaatites Bra de, 
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“vemeut carales its 4 ant a? 
son respectivemonut dgales any quantites gaya (rds quant a 3) (1) 
Li 


xl sek 3, (oe), 


TOR. Les relations entre les quantities 3) (0), Baya (oe), envisa- 


poe 








comnts des fonetions deg, permettent Pétiblir des propo- 
sitions dnparkiurtes the da Hatorte des nombres, Aussi conylent-il 
de nous arrdter no datantk ie étude de ees fonetions. 

Vaiet (Pubord lon expres 





diotsoen fonction deg, ublentes cu 
posank wean, oct tlans flex fommiles (XN ATE 3 toutefois, 
pour la premidre He ces Carmules, ona pris la dérivée des deus 
Ineinbres pirrappart ae avant de faire vce, 

i) 
(uray 


[ saan) aM uti tg” sanly? ty i yt 


" 


nail 1 1 ts 
‘dq tn) ae a ny ag foap hte, 
CXNAVE) ‘ 
Is (uy Me Lip tight hagas. 
By 0) MM a aa a oe 


. 4 


On trouve demeénesy ai aeyen des formiiles (SN NT) par 
exemple, 
; i) 
| yan aig 
5 
(XNXVI,) Yet os pugtg ts 
| on nay gs 


Syiay poy de 
Fn ceinparank ee rebitions sow dpaliies (NN AES) qui denmtent 
: ws wt 1 
les Cd Ec les yur sles YR ee ay yey ty 


Vy 
Veer dat niayen tle ys tHe tes fae fae OU Leave 





\ 
vee EP ytd, 
(XXXVI) i voy rom 
\ 
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Ces memes formales sobtionuent évidemment en SU pposant 
vem oy te co dans tes relitions (NNNUL Ga )} toulefois, pour ta 
premides, on doit Pabord preudee les dérivees des dens aembres, 
Weve sans dire que (oon doit avoir te adie siguifieation que 

mY 
dans tes fommiles (XXXL 4). 
On tre de bi 


Vero raver oeayen oes 








yrs ry 

EXNNVE) + 
Vers win iteas, 
Vero so Shon, 





Puisque tox quantités Sto), Sito), Bh, GMa) ne depenilend 
aque des, an voit queers formedes inettent bien en tvidenr: Ja 
peopridté das radians Viyeoe thy ose vepradiiee ativises 


ny ao ON VATED. 


Aye 





par quand av rempluce ty) cag ptr 


100. Comme Pou a Prdagae ty, on vor omcalateanpensdt yas tes 
quatre quantites 3) (a), alo), 5, (al, Py (nd sant Lite jour tic vel. 
tian 


(XXXVI) Sin 


(ON CON, Go, 





Fin devant an card bee teads dernieres Saalibes ONNNVE Det 
eu les qumbinant eomine Vou a fait pun on alten be vetation 


Magy ye gt 


on obtiont la relation eqitivalente 





(XAXVI,) Shay CHO Shep. 


Sion tient conte de la relation Pee g bey ony lala 
aussi des trois dernidves forniuabes (NSNV EQ), ett des ceiabyand par 


LES PONCTIONS %, ag 


rapport heyy Cay Cay 
(SSSI) ee SEE) she) aol 


Ense rappelint (ae 9) que Pou a 
a Cah ge been), sae Petpeaes, 


eben temant campte de bevelation (ANAVI,), il vient ansst 


w\h t " ° 
sa | ( ) [thea tha nab ayy, 


ty 


\ 


(XXNVI Csr ( : Yale + ht] 


ty) 


j ‘alabig 1 TY Cea) fERY Cyt dary f 


170, Si Pon pose aver dacohi 
' tt ao 
(XNNV) ve Pe gy 


Mal) dbo agvaypan! 


ey ap mayan) a, ke) ee 
(SNNVIL) VA 71) ee) Ye 


tnt vadh que Vigalite fy fo) 8a) de Bea) prem La oem 
(NNAVI 3 Ati hood, 


Qn ehtdadn wast des fosamales (AN NV) los velilions 


wy . 
Vea ey 


(AXMVIN) iho: : an 

Vers en 

Heyy pr Me perey 

NAAY PAC oe 7 
(NNAVI 39 Vi 


we ' 
Veg ey 


qui enivainent gahanent la formle OXXANVITL}. Badin, eu temnat 
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comple des formules (XNNVI), 01a 

yi - Thar bag at gh tr dt gt |e 
yi 4 Geb ge pu bya . 


NVI) Vet yh eee ee ae reefs 
CANNY) Vid yh ae ge gel yh, 


' 
(XXXVI fh ony? 


ebeelt: forme donde a ve eh yA invite a considtcer i hy ye en 


Laat que fonelions anivoques des, 
T71. Dans un Mémoire eélébre (9, ML Elerimite a désigud ees 
fonctions par g(t) el b(2) en posane 


t 
(XSXVUL wey vag" ", 
ats /s est la racine carede positive dea el 


(XNXVIN) cats) a 
Les épalilés 


yp 


XNXVHI wayal th, 
( a) eee) PACES 4 
(XNNVIIE) weg BOT 


cate [ ao 
sont nutuifestes, 
Ha mtine temps que ees tonetions, Me Wermite a iuteadait (5 


la fouelion anivoque dey 
ro 


XNNVIE; WG Vote 
(XNXVING) UST Voges 
ot (4 ast li vacing sixitme edelte et positive dea, 


Les fonctions ¢(z), 40s), (7) sont Hides par tos relations 


(XXNVHI,) OR) BMC ay 
(XXXVI) BRyYC PCr), 


qui dquivaleat t nos formules (NAVI ad. 


QO) Comptes cendus, . NEVA pe fas, 
CO) Mbit, port, 
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Nous jotndrous aces fonetions colle que M. Dedekind a dési- 
gute (1) para Cs) eb qite nos représeaterons par h(z) a cause de 
usage que dots avons ja faites la lettre a. Gette fonction ast 
définte par la forniate 


! 
ENNAVET GD Wed og! ates 


On vot immndadisdenent ye Tes Fanedionss s us do hosxont 
réedles et positives pour uae valeiy pavement imagimaire dey, 
Signilous encore les fonctions foe), A 2). Ay (3) introduites (4) 


par M. Weber 





' we 
\" Nagy pos 

eee ; odes 

(XNAVILES eA op hag, oe, 
fbr 
: ' Vas 

bre Vewty TN 


Cee fonctions et ba fenetion tes) went Tees aus quomntitts 
Sayre) el yaa bsp par hes relations évidentes eb tres ovine 
Iviques 

poms pelts, 
ae Mate gper Wasa bts, 
NANVEN a i 
pore Wee ptean 


baie ok Ie fia 


Lisi tliversce: fone tion dbs 5 pur tenes avons dltinies ilites ee put 


1) dowenadade Credt § 6 
Cy Elliptinche Bias dearn, 0G. M. Bedehiiel a cusplaye feo aetna ila 
Hea A Po A pete darn Les Peavtions snaates \ dual de Creffe, 1 oa, 
peep: 
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, 





hioera ue phi 


Huey j . 


Wis 





etd 
Wine e a, 
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ragraphe jodeat an rdle tinportant dans bes wpplications dex fone. 
tions elliptiques a PAtgebre ota ta thvorie des nonbiies, Aa poiul 
de vod analylique, Ho importe de renmaryqier yells aaah cae 


s valeurs ile ye reprdsenteees par ides paints 





ddfinies que por de 


silidés auedossus de Pause des ypantiles réetbes, 


172. Reportons-nous aus formales ONNNHD) Ue permettent 


de passer des Conetions Fa, sa aus fonetions FO yay. 





On oltient des ddontipes triportiuntes qed cn bey oppe les 
deux membres suivant les painsanees de a eh que Pon cgule 
dans les deus iaeubees bes coelliciewts Mune mcine pissin 
dee Les développement, des premicns membavs. ait ficurend tes 
fonctions oa, dt resulted tivmediatenient ses forint CIN) et 
(Xb); (aunt nus seconds aembpes, on marie qeysy reniplicer 
eh nar sun développement eu série ed Ty Bay (1) tespee. 
livement par 

ad 


o < 
FU) ! Fb 


a 





a Uns ‘ 


Talay bond 





Sons, parexuaple, pari tes forniles (XN NED, veld : 


309) ayaqte 
Su tiny aU ' hone) Wight a Pe ea , 
Tt) Fae g(iy 


Kn éevivant, dime pet, qney dana le Hivelop pennies the fue, de 
lerie eu te nanque, des Pattee, ie, dit be Astyvelopgietieas de 


+ w wt 

Sait, lex coedileients de at et deca sant 0." ME yt uy, 
er i) u 

ya eonscquent lex evelfieieuts de yet ep de yt EE cre eat et 


(Be 
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fo, on trouve dle sndte 





ty 
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Sar we! 


; a ha es 
(4h) mated (AT wed thm ge ed LE eaten 
Reg e (inn Sr mee Sena) 
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Lac seconde dit aes égalites dquivue a trois Cyaliteess at an les 





Les voNertons 3, ag 
suppose ferties, (ivan tes yjoute membre a omembee et quo 


Hiente comple de lia rehition Me deed ey. oy on aii 








roy Sa) tay 


Gayin ¢ * 
um a) | Syn | Sy aai | 





el, par eousdquent A ease de ba premitve des épalites preed. 


dentes, oni ausst berelation tress symnetrique 





(ANNEX) Thuan Fi) f Fin) ; Om 
dyed Fal) Jyh) Ty (tn) 
Ko éliminant ac eatre la seconde et la teoisitiies des Boalilds 


préecédentes, au ohtiont be eelation 


tay PO yt 


Main Man sta vee) indy 
ailleurs bes relations 
oy ieee | Be ery 
mad pte ou 


ot ae a ay 


el, en stnarant lew divers ena powdbles. ou trouve Tmimeditement, 
wd neyen es formntes (NN NV, les aivautes 





j tye vane 
ae (ap tag fap 
ak en bee iy Hey ory hnd 
dying ayy 3 .) , 
nutt fy y 

wre Ora nT) why (at , + 

NNAIN mt we PRrea tii Peaat i) lode av soinat 

(x ut aad vila Beng ded te MCep ery ate yd, 
toate Cage 
ay tek ey te wk h ; 
im : hay MRS OMe Od Wate ae , ty 
rainy ret) iaubasu Brey ey Heyer id, 


VT. Signalons eneure des césultaty anivints, deat veux ferons 
Usage pu he aetiee, 
Si, chins les Turmoates 


yey Pa) Noetewrste, 
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Givpsy : » Loe 
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on considére, dans les seconds meatbres, les lermes pour lesquels 
Roesh pair, on veil que lear ensemble mest autre chase que 


Sa(av| 4c); les termes ott a est impair sont, Vailleurs, deans et 





de signes contraives; oa w done 
(Xb) waytae Lis) Gade pr Gehan 
On ata de mame 


Xa) veto ppsy oadedsy cede) 


Quand on fait, dans ces formalise oo, an obtient par divi: 


sian, an posit 


bo fkupe 





eben lenaat compte des farmules (XN N VEL) bes relations 


(xtyy BE ee Ben es np gh gm i 
pb Beye eg ne Mepeey a Ae A 





Comune, ea yerticde le relation (XN NE)), ana 


Fyfe le) i Vpn, ty) 
ae [oy Sate fonyeny 
one doth vote aussi, en remplagnal my par dor. paar gs, eb, par 
anile, fA par b, 
once | ay ICEL oy ject 
‘ ‘ a a ' 
meh yl te tay, flags 


OO GHGOrE, Gt changeant “ona eb een ae, 


Safael | 


Wydete ly, pty 
Slav dd 





Yate | ony pte 


Diailleurs les formules (X1,) donne par division, eas baal 


comple de (XXX ata)s 





By(ae| fz) oe A Ga) Vey “atte Hage rhe, 
FyCav dds) Balepsya Be ys) Mey ey eye ike 
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ona done finalement la velation 


. , Vy tow 4 . 
(XIn) 6 ayer] ag fad ey ce gry tre Lansing fle wea Ta( | yy om) 


leniim it H . a 
Ae Bl aCe Long tnd be Yep og 4 CIE | Orgy 095) 


tlont on apercevra Cudihite: plus tard. 


I74. Nowa leemineroua ce parageaphe par quelques remarques 


cehitives cus at Pou a, gy étant eed, 


Quand les quantites oy, “ infervienilpont, ates bes supposevons 
réelles ef postlives (4); enfin nons ne considérerans que des valenes 
réelles lee. Lee faetions 9 sont alors des fonetions réetles Vine 
vatiihihe etedte, 

Observens cPalrord epte bec qaintines pas thy Yar da sont verdes 
el positives (NNVETE I; en coil, on autre, que Pou a 


Un i) an a 1 Yr 
TPen resiltes canton dees facutions CNN N VEY, qe dese ermntings 
: \ , a | | 
CO), AN, The Ftd mat readies et positives s ceite jive. 
Pe apparaitradl wuset bien, ponte toes trade cbentéres, sar locket 
veloppententcca adrie ON NAVE) ei ay en ainltre, 
Ul 


PU a, 


Les racine ey, eg. ey ioat ceedbes (da premisre vst positive, ha der. 
Hihre val abgative sy ate 


Jew MAIL  or yit ory siml realtone positives, ha teats 
Li yey eat negatives bert eed et) dbtmentiea: anne Lat ot 
result a pee bes furmioles ONNNVE Det NN NVEL 

Lic apientite ay est reels eth: pel état positive ote nelive. 
ainsi ql reaulpe ele la fordaide (XNA YD ui inontye elaivemunt 





C9 Le le tow thribais raion poie branes aici et aay amt thes qnantites revel bes 
SE nbgabives, Go aie good reed ot veritie aad Photyelite decay soe tle [st 
ailleurs dhe re vie an caevonesidhind pou Da anthiatituitions Wy tay Wy. 6s by, 
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que Péquation en 4, 


admet ame racine réctle et ane seule comprise entree ere el ai, 
; : on 1 
Les formules(NNN (a) montreat que des probe quantitjs ey, 4, 


ag los deus: premieres sont positives et la Srotsiine 

mo my 

negatives Capris cela, eben verti des fquations ( NNNUSS3, then 
: a ta be na : 

est de midme des trois eqns SEO), yt, ray ued bw 


ro) est (NN NTN) le sigue contrainte aay 





qpumnalite 


(7h, Considdévons aiciiteial tes fonetions en ivy Sa yat ew, 

Lostyne dices foretions pour tos valerie etelles dev agpinadl 
ile hien thes favous : ln plas simple rat thie recon rur UEN Héconipeasi> 
lions en prodiits infinis (NN NEE, a) quid meontocet qate yee el 
Sale) ont respectivenient les sigaes cle sires eb casi, erie les 
100), FC. quione wanmilent poor aucnine: valeur 





fonetions ¢ 
réalle de gy sont toujours positives, 

Les farmites (NN XUV) niatrent qu'il sate al Studien din va 
vialion (1) les fonelions 3, aw, Sd, THO. TO, an faisant 
variee dea at, 

Hn premint ten déeivdes par rapport ales on tee mda iateaseadt 


de Péquation (XX AH) 





aye) toy on 
de imi {ae mm) 


at * 
Quand ¢augmente de od gi ove eangurente decd oy et pe 





Miminue de joa dey fle second nembres diminiwe tla: de ra 
4 . . , : 
vor htat Gas My: or relia dernitee qHiiiitl est negative) par 
! Pat 
1 . . FO) + +6 
Conse tent, la fonetion 544) Vit lajours cn Heri pee ae 
4d 


pew plus grand quite elle est positive cb iets proede, comune toate 
divives logavithinique Mane fonction réelle gat viet de: pugeer 
por zdro, eb inst qed césalte, Vaillus, deve que Foy (a) eat 
un nombre positif et de ce que ta fonction 3, (6) est positive slans 


(1) HAneaer, tf pat. 
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ey a7 
Vintervalle Co, 0), TPaillenes (SN NVQ), pour e 4 la fonction 


re 





‘Crp est nulle, 





ou 
toe ct . Mc ay , 
Viust, quand eansnientede oa o tafonetion 28" bderaitile pox 


rae 
flav, puusque Ja Tonedion 200) rest conshuoienl posttnr, iben 


FCs) ape 





est de uidine deo ba fometion 2) 09; par suite, enfin, 
. i. ne on 
mnenic. Quail eo aiggaenhe onsite deo aoc, 1 (0) diminue en 
4 


repreniil symeétriqnenient bes memes valeurs, a eanse de Peealitt 


err rn) yoy) yeep 





done 





La Crean Hout viteie ay tv) pour hes valet reales dle ee 
fond Cittaadogae a he facia decd varie de fanetion ste. 


Ne de Pegalitd 


; 1 : 
lay (ea } Mate 
. : ty . 
Or Ve entitle que Sy Ce) varie Conimie enn er, 


Maiitenint les dgaliies ONS NEEL danient cneore, en prenant 


lea derives par vapport ey 


veh en a fy 
, rey epee fad 
aay iui oy 


ehoen parlicnlive, 


rp 
fohied 


ye Gyiay 


Lor 4 
beep pct eye oa 
‘ oy 


(duel ce ape be ciety peed bony) iuraeuedi ls die Wye 
He qimantite entee ereebiets, dae be sccoiil ieihee, aigiaents 


clone dle ey: . ier sha premiers hs ees qnatlites est uegise 
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. 7 “ad 
five, fa sevennele pentive: Laas dea: qe geipenetes ele edhe de 


yreniies noobie’, ideo posit, oTinnaehe [eee tte radi ae Vite 
fae 

‘ , , op . : dytey 

leer ev ye pubs dieviemr neal Lal fonetion pry) MRNIEDTE 


. roy at 
and Vaagnierbes thea Vine aber yyuunal Vue te le Vet af 


elle est alle pur cay tlhe serv sbean: positive pour yea eulins 
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lw 4 ab u . 
a,(!)- Sym) Peds (4) oy 


on voitdone que fa fonction (3) (0) reste constiminent positive of 
que la fonction 3) (¢) augmente coustamment depuis Co) dotfi 


jusqua &, (! s 
, lg 
Aa 


sy 31(¢) diminie en reprenant svactriqnement tes meies 
a . 








aC) yay ys dowsque ce aupgmente etsuite de 


valeurs a cause de Pevalite 
Myth yea 


Ainsi, pom ce qiiiest die sens le be variation, da fanetion £34 Vy 


se comporte commie ferait ta fonetion pera at ag Oba 





plus pant afte 4? de indie, Ja fonetion £3, ( Wynne foruperbe Canine 


D . . 1 . ni . . ' 
fevait la fonetion 4 | acon, shy Gal plus pont apne |. 


IV. Transformation Undalre dow fonetiona 5. 


[70. Nous ayons Suppose pusqeied qene bes yates Pometiane 


élaient formbes aves leaudie enuple peiitil’ ety, ivy, ce predate 
prey } 


my ys . . 
aveR to mene hapyeart Y t , SHUpposcins madris i Vou 
hp 





remplace be couple (aor, cay) parle couple proprenment eyniva 
Tot (Wy, 2My) tel qe Pee ail 


thy tiny 1 boty, Hy rtp 4 tdtay, 


Otte, bye, 2sont des ontions qui vevitiont ba conditinn reds dee 1, 
Gola veviendra & complacer 


“a 





ret se ’ o ed 4 yo ey 
par 
’ . woes 
wt on Wat peat * 2 tie 
Oy aad? on Pee ne! vores 


‘Aby Aa por 
Mp et igh baggy Wao egy dey, 
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ak enti gay Yas Gay Za pur les quantilés OQ, Q4y) Qay Qa Cormécs 
uu moyen deg comme ay fay far Ya aul moyen de gy. On obtien- 
dra ainsi quatre nouvelles fonetions que nous désignerons yur 


TAN TH Ouiverh Saiv (9d, Sy(v [7 


Si Von appliqne des formales (NN NI, y) aux fonetions 
Bey Mads CP Bay aCe, Bay aCe [My By) quicne 
sonkatres que les Couctions oie, a, tides ta Tormdes aver les 
demispeériodes oy. en et ttvettos imlices %, uy vy dont he valeur 
est fixes par be Pableau (NN), on trouve dle suite 


ay ln os ot vu eM SH Cy Fr), 
ONE fry tovafal vu cA Say fa) 
th Up MVE Cy by 
qp Houle eM ACYL) 


et ces formules, st Vor eaamatssait a, yyy fourniniient, pur ta 
compariiden ivee tes fortes aitimes dai on tesa lirées, des 
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cor de ta tagan suivante: Pout trans foruiecion dinceire peut 


Sobtenty par la composition ie tran dormations ide ba forme 


(co! ), ( ty). Wailers, da repeition tle ge dnt doa pretties be la 


te 


forme (ep) eyuivaut anne teaedornation de be ferns co ny: 





la composition de lay teanstormations abe cette devine forme 
reprodiih ame Cragsfornation de indie ferue; eatin, le ranipasd 
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Vion de deus teanaforiations ( Jorepeediat be teas farnetion 
ulentique, ipa jue athoedes., Wien Wenpredy dane Pau 
cer ce theortine de da tagin suivante: 

Toute triasformation Wncaive PeHl dire repre se nto purr un 
aymthate de de Jorn 
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prey be May oN b May booty, rs i 


Ho Hay Ayy eee Shunk des noralires enters poeuts aac ntcatits, 


Far premier et be clernier des elements ale as: oN tubeabe pusiyeat 


vos 1 
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192. Nous dirons qa'un ensemble ile transformations lindaives, 
en vombee find, constiime un groupe si die Gansformation iden- 
Lique fail partic de eet cuscmble et at toute transformation obte~ 
He En Composit dle transformations de Pensemble appartient 
ansal eet ensentble, Diaprés cela, Pensemble de toutes les trans- 
formations Fudaives constitue un groupe, Pensemble de toutes 
les tetisformations linéaires obtenies par rtpétilion el combina 


* . ' . . 
son des deus Quingsforontions (s 1), ( ) CONSEEUG GUSSET 


eroupe. Si dias an prenpe de trmstmmations indnires on peut 
eu isoler an nombre fot ou intind qui, prises dans lore ensemble, 
cOnslILien) an groupe, ce pvoupe partic: sera dit an sots-groupe, 
conta dias le groupe tobi Adis, le seeand des deus groupes 
préedden bs est au sedsgronpe conten dans le premiae, 

Nous appellerons funmetion arodiutaire (1) wie Tanetion unis 
vere dee yiioreste iavariable pour toutes Jes transformations 
lindaives Mua groupe. Tetle est, en purtionlion, tn fonetion Js), 
qui reste Tvarinhle pov toutes les transformations lindaires, 

Sine fonction univenpae dle gy ceste invariable pour quelques 
tmformations lintatves, Fensembbe des transformations qui 
Inissent cetle Touetion davarable consitue evidenced an preupe; 
enelfet, la tansfarmation tlentiqae fiat patie the cet ensemble, 
poise be fone tion: est miivergie, eb lit trntvmnation, con poste 
de dew Handorniations Tiesires ele Pensemble, faiisant be foe 
lion hwiiible, ean Tet dex Causformations composites, 
appurtiondea she midi d Pereisbhe Ou dit die gronpe ainsi Maras 
que ta denetion considtedd Ini apguertivad, 

Une fonetion univoqies deg pad, loeaptan fait subiv des une 
Hransfurtiatinn loitaive queleonepur, ne prt prendee qu'un 
nombre Liaiie de valves, est aaaafestement nue fonction medi 
live; elte appartiont son groupe: des leansfarmations lantaires 
qui duiwent cette Conetion taverialte; telles sat les fonetions 
A(t), Ath eC 4h ZC) precedenument Winies, eb gui sont, 
vomine i Ba vie pelos toot (NNN VEL, (SSNVILG a2) tides al 
xtbvipuemont a la tanection dcr 

Little ches fonetions anohdaires, qu'il canvieat de faire ree 


(1) Cette ddnidiation est shea Me DedehGed. 
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dent, sie lene ttiattica, ype ce Baten aoe cunt po ates 


Bonstatties on volt spies be Pane Means V1, b, penton send rad, abies 





Vinetes, Ov Peden dea tnateston tiation pes Bb et de de 


ninger vespectiveniwat date les andes» 


Fouls traustoentation Itintatee Cries mater ate oe Ts day 
he pourra dowe avaie autre VBC apie ate repeals cos bade 
Fanetinns, vate die up eet tals, etter Peles ne 
pent prendre ipa Leads valettes ipunel oigetlectae cae cue teas 
formation liuaire {peterpan 


(9 Sule en betienticn, bes aombasie Meoscdies at Mobb 
mmatisehe Annaten, ob ravi Vaven ue Pear tee MD Saiy 


Memoirs de Al, Niort lina br tinescar abet eRe BAS ME Mvsasite ¢ Midhe 


puattohe Anaeleu, MVE fe 8p a iat content « Ho pratl pai ccey dew 


fonctions tslitaives Hivectenirat et aa 
Theta, 


Hawi dee Miathe 


sieve, maiesy opste te 
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Cela waceorde avee ec fait que Poni 


fe eCsybe (sy [te 


Vor) wep lee) 





Léquition du traisitnn degre ena, 
Cea dG) a, 


que vérdic la fonction ZC, montre bien, en eflet, que celle 
fonction we peut peenidee que trois valeurs pour des 





Transform 
tions Lindaives put laissent ECs) invariable, et les trois racines de 


colle Gyption sont preeiscaiad Ay By GC, 


14. hes femnles ON DV moattent chirement que les trans= 
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forniations ¢2 bo), { ) ntisead lia fonction A tivariable. ae 


eiproquenient, Conte Iratstovmation Unéaine qui iiss AC inva. 
rinhle peut die oltenae de ertie tiven, de sorte que da Tonetion A 


appartiont au pranpe Tarra en corporat lon Hramsfariations 


mom C4) | 


the Hantes fea mpiutevars possible: . 


Supposans, caedtet, be ovtnhole ie Hriuedammiation Geri sores be 


foie 


| nay vouch se ao Maye dt 


néglineots an conuiencement, sib yr Jes Lernies de ta fava 
f Lye . : . 
seperate api datornt A tavarniile, de snetee qi be premice 
tere dicsvintodes de Lemistornietion sera dee Ta farnie operate a 
tsk Tapas Tesh pate Saab docu be aldemuposerne en deux, 
en bg dy thant vats tera eeraeer le preniee pabenai cea ate 
Pon ubglige et api lidssent A trvarialde, Tas deny prumitres 


7 . . 1 . 7 1 
tranaferuudiontig fs a | }e chanpeut puccessrveniat Awd, 


puis Gen Ty vient eranite an tere de ta forme pa (ue 1 soit 
pate ona iagadr, ba tranafarnuitien ¢2 joa) taixae Ut tuvariables 


puis view wae berate de da tiene 0 egiit change Tet Cy puis an 
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terme dela forme <p on!, Oda a! seit patean Tapa, Wot eran. 
pesevons la transformation of avn deusie dasa a! corltta 
Transformation (: change Cou Act nines Prendrans La transfops 
nation (v-pa bt) comme prernter teri lie Henvelhe suite 
Mont nous teaitevons lew terns Cemmne cous ilont nous verans ili 
parlor, Bn repetaat ainsi fe nembes veut de Voto be seein vain 


Hement, ouarvive finalement a da vanelidon auivante: 


Si une teansformation Vineatve Tate A Tavarishdey oi oye 


hole sera formed dane suite the pronqaes de teranes tebe qe 
a | 


1, ' oon 


ftompes de tates He power eter preeddy aise, aay “ab naps 


1 


les uns des antes par idles termes tela qe on, hea peut 


dire encore que die tranetarition: ceva eunpaoee ibe teadarina. 
linus ayant pour syitibalis, 


(oun, ( ). (o+4 oy a 1], 


4 \ : . ? 


Oi ost ua entiey pair an iapuae, ordi an label, 


Orla transtormeion portespondind an ideruior oy arbeabe rested 
A remplacer s jue 
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On teconmadt ailenes Tntelisteanent, va indopliat cette 
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. heat 
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feo symthols dae second meenbre eompeenial a termes de la 
forme cs ocoet yt terion de Te fore Me 

On vail, en vésnan, ie bes Inansfarinations qui laissent gis) 
invacinhle sSabliguient en compowant les transformations de da 
forme Ce bo), ( | ) et petrront ire repedientéas par des syn 


holes de he fori 





yy May oo StH des nombres eutiers posits ou négatifs; aib: 
tints, hs syitiales pen See Timi’ a droite: eta gauehe par sles 
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tortie thle forme 5 2 gate fea, 
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velilious 


s 


yi amy Byte 





the ha trutsfrernntion 





iL est claie apne Pettit sn de fonection -y 
prdeddlente eat dhe la nepuenbeiee saeltipeliehes paar inte: parisscanee def 


Oa CALCTL WEEN Tid, 
dont Pes posmtest eaxieiae de br sonar 
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Sidoue on veut que fa transfor atiag Lady ce fof tusariahle, i 


Hirt et bsuflit que eettye saimiae seit an maabtepte abe ej 


HG, Puisqae Pon a 


ytd beoby ea : he re 


tl est clair que los trinstornations faites spat Letscrraat tasarte 
bles hd uit why she Giecou lh ised KoSe cs vis accrhbhe, averceet how. 


jours des svanhales de da ferin 





mas comme bes frastocwation de di datac.. serio obtepeny 


ul Paean Wd, ebqie bes tea fovns iti. fe La Povit f "| 





Cclaugent cos dens Hiietions, an voit ip a Bi ten formotian ae 





change JRE a de sin ostibale desi content be pera 
v4 : ; 


t . : 
Mn monthre pide abs tot Haat ste La ype tate Sb teats 





mations cherehtea resulteat de das Wunpatend de tou dee aaatbos 


ayant dos symbole de La fopaee 


On reconnait sans fetes en Vey ha bev eerie chr HAL, 
queda derauae Haneformatiae Cobtent ca as pebsetr fer, Pea 


ot Paitre des deus Hrandanitiogs taver cy 


f, vd h 


suivant Me ae ed post ane ace atid, 





bas leanisforiattions ‘pert asd tsqena pen bee beers tivtes 
43) pourront daw ¢ Ve repre pas dies cubed ou figu 


MeeOud Wimnparte dans urd ovdee, des 
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107. Les dens derives transformations watthrent pas tn fones 
tion a(z , Gunelis que Pollet de dia premifre est deve produire cette 


fonetion aul p live par 77 Si done on veut avair ime transfor 





mation Hnesine quialadtieve pas eC), th fandra te coustituer de ta 
meme manieee, Tess tedde condition, qpne ta sai des nombres a 
qui figurent dans los terms de la forme ¢epeoase sotk divisible 
par B, On reconniit, a conteaive, que les symboles des transfor 
mains qui bissent VCs) iivariahle peuvent coutenie des laemes 
de da Tormey poe en nombre arbiteaires mais que te nombre 





des termes cle da Carne ; oo diminad da aembre des termes de 


la forme , Yoo duit Aire ivisibhe par §, 


ios 


108, News nutes propane puta teri Wtabliy les formiades 





aun expriment aieoieyen le ys) 





) les fonctions ‘at v), 
bor, vCr) en dédpraint pire 


wie temaferniation Uidaive utente Ces ferniales ont tte 


doundes par ML Hevurite 
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Lea echindinta sont leet, otivent que Pon ae teonve dies 
Vii oi Pautisebes iy ea des Paddles @S Ny. Sup petnannn Pahari 
(pee Maar iedt has be vas 0 “OO nade apie ery ed stent iain, eel 
Aectaut pour: GOGH Dei Tei iste eonsierweri ss oy vcs 2), connie 
i rdoaedte die Vitec duce ESF lhe anise dine uu aula dela 





lorme 
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way de antieivedege dew ia curiae des Poaaela sad) Leheryetce ale 
IEA Proaniine, 


(4) derteaal ie Crefte, t, ENT, pe ony 
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la forme. 2 dant pate. Bice ss nebole commence ou fit pur 


un 


, 1 . 
ferme: de la forme Seon [lacera aH ronmmenernient on by fin 


un terme de ta forme yi oa, de minidive dobteuie, hae tous les 
cas, un syatbole de he Corin 


t t , 
Dobe tts . ity woe oo hay ma bitme), 


ot tons les nombres ayy ys ces May mone paice, Le premier et de 
dernier pouvant seals Mee nals, ba Henupaiod enocrible bes trans 
formations pirticlles telles que 


t i 


(eso Th 


on peut encore duamer an symbole La fore 
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( Ol atyes toys wd 


Les truslorandions de fie furae Ce § red oehsuygmt oes) oon 

" a 

Mole), Inia Uist davariahhe et chien Zid en Mais 

les transformations (, 1 ) labewnt abc iavariable, chaugeut 
bye pie! 


it 


ys) en? bf spel y(ayen Py oy bot dines oa Jere 





Uy byt ty, 
re 
CTR 
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wea 
7 
en 
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Nous sommes ainsi iments a cdiredacr sles Mypreeinace en fae 
tion dew, dye, dy de nonhres domigrda, canvaat de avabude sti, 
j . . 
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que Pana 


hy 
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oy 


ensarte que Pan ad 


', yooh, 


Py Guatyee, oo Ys yt dy 








fey Plas Vo fli on Pr Golfo go ta 4s 
Wor Poa go fla aa gy ode 
ved 


. ' ‘ . Wo . 
Lfexpremiion de Ph ies bane He fraeting continue, monte 
' . 


que Yon i 


volo Vets, DYE gs Pay oe Pent iPaq 
wtay dey titan a ee ee ee) fan Spang 


Uhiptt, par cenetpaty ad Pieter or pares, des mandlies puny faa 
Pan Poor ead Crapeclivennnt va ats nonlin ay Ay ey ad. 
Conti on te cbaagse poet bi beanotorncdican ea changeit ila tiis 
Vtew Siggtary abe rues fpatiatras tavingbarysd ot spine, Woattee yeert, chins les fore 
Hithes tisk, figareront oathaaent eho funetions paired the qa 


Yaners Pane Play Chr vaniputclie dit seppaey 


Pou ite yro a a, 
fies os Bra ot 
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pres, pour avai dhing de eas at nen: mous sores plucts, les 


formules de Gamsformiation Hnadaire des fanedicnes vel 4, 


200, Supposons les qaantihts py exprindes ox plicitenent en 
fonelion tle da, diy May ay oe Dee sevontales palynomes a raots 
ficients - | 
do méme deed, Daillens, dias ehacties de cos expressions, an 





rel ty af Pon powrra peeuper enormbibe los teres 


Warne soi que des termed de depet pair, soit qe dew termes de 
deged impair, en sents que, at Vor dstsigne paw Vags Ase ot Dany 


Banos Gyay Gan ot Daas Daa i Baas Ban rie. bes polynomes 
On day Hy May eee dont les dead respretits ont eras aa range 
des lettres AY BY GD, oe thes Palphaher, cn Poul lerine, conane 


on de voll teés nistment, 
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(hy VOU Pia et ot Wan pt Dan pe 
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Alu wirité, de seas des syathales Agas Age aa Me pee lise sini 
ils gardent leur sigoifieation, eaimiae on va he eerdiea: iamntadiates 
mont, Hie substitunt, et etlit, bes valeurs ue Pou vient il eaeive 


dims les dpalites 
dna Pans Aan Manion fon Gin atta, Weta on 
Pant 0 Pan aaah Pant Ce ee ee Ye 
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Pot Fou dive 


Nan Hy ty te an, 
Aaa poate bata bane Mays 
Vag io Agi Ngee Neu gute 


Mauey eo Nuit de Agen eck Neg sa gs 
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Gguer Rati Baa gta ae 
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Paillewes, putique les nombeas May 1 ay oes sont pairs, ona 


cortaimement, quel que soit Vindice ', 
Ap oo Quod th oo Cm 9), tye te Gned, 4), 


etles uembres 1, Ey. sont dvidemunennt ivistbles par 1G, en 


sarte que lod dgalites: (3) entrainment des tongracnees (od, 16) 
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car an lire de Véypalite 


Pedy te Pusan ee a, 
1 dos congrienees (oD a niviuate 
Wan Mans Mew Mii yp Cameads ai, 


eh cette dheniere montre qed Ag, eat divivilde paw j, Boy @ | It, 
est divisilie: juur 8, 





Ou déduit aussi le ba dernitss: 


COUP IL TEN spite Van te jot 
avoir dla fats 


Ware Wan p daeboaey, 


Nap can (aud js, 


CU les congracneds anoneden sont Sablies, 


Duisqne aed est tlivisihte poe dy que feat covet pairs, i) est 
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clade que ces congruences citratnent les satyantes : 


(a dyad bey oo 


Gr dy ab byw (mad, 16); 


a) 
an en tire 
age abt lead | 


{ , 
Wo uh: abt tbat \ Cod, 16), 


of las signex superionys se correspouient. 
Les dens espreasious de Agi, Aun _ peuvent done aussi s’éerire 


Nan ed Ged ate att } 


Mae etl td tak pdt § Od) 


et Pon ay par suite, das de eis 8 che Paldean (XN GQ), les rele 


tious 


wid meet avsath y 
: fo ey Poe oy 
l,, h VO) veh 
a ntoat ot head g 


O08 Th eet ti 
du Vabhes (NN), lic teansfertmiation or peut Atre envisagte 


ile dle veritier que, chim chaenn des case a Ge 





' . , ny 
pantie contponte dhe toameadorncations (10), (  ) et de trans 
formations rentrant thar be pretuier can Cola césidls da Pablean 
anivant at Pam a deri a pomedie, le iare earrespountand du 
Valleau NN Tobe, dane le seen apenchnss, Hyeareait elscpue fais 
dans Pordee vorbie bes teartarnget teres pit, pat eontbinaisan, afernee 


tat be dranadordiilbae nr. 





1 pia ‘ wood . 
, (, ids } (;, fy _c 

och: rogad oy 1 
' (, ads ) (., ihe wins th ches the 
; cad ab ey 1 
' Grn ) Cinch oe" vee), 
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On voi bien, co dena compte de La posits bes aeimbie, ay by, 
ed dius chacuaites cing eae cousideres, yn otee ben ‘). 
les trausturaiations pA parabsond chase de ceed tucnibre pene 
trent dans te premier cies. da transtormations ri ) 


changent Piles ee cy et ye vem mrgubtratians die ces foretions 


que font conmaitve des tirauites NON 


YAR A Pate de cette Vranas vt He dornaaabes, ehiblies au 


uot pourcgte) ebb ibun. be premier creda Tableau ¢ NAA 
on obtieudra sciuns Pedie des anentis foentabes dass bes Vey etyes 
ead de ce Tableau, 


Peenons, perexempley dea pay be vet Mayet, esl 


pues fe premitee trmefirmatien out, ‘ 2 PH carpynesint 
rn nT yh adie Tenens pe a, 


YG sont les coetticients diane tan Hovntation quar Ap partie t a 
emi ona dane 


t . 
on wemplacagy v pir eae a yaad 








a oan 
t 2 oan 
woh rn) ‘ 
puns, en reurpliciaad e par : 1, 
fn t : L 
babs 
of ney ‘ : ‘ toe ' 
Litej hee i yak thos 


Ver , . 1 
Daillenes, ef Srant Tapia, aaa de cengrnerce 


0 ee ee thou, aie: 
hats ups 
Wat Pon déduit fiitement la Conprinen 


(Coon er ane Vee (bes eye g Lined. ates 


LES FONGTIONS 93 


ona done finalement, dius le eas, 





cbortey hd be A 


win Py 
¥(s) 





Bu répétint ber udmies optrations dans les qimitre Autres: cas 
da Tableau (XN Ny), on obtiont des 
finlement pour la fonetion g(v), dans les six eas de ee Tableau, 
les fornioles de teas formition subvieides: ¢ 








formules analogues, ef Pon a 


re aeiat ot 


tabs : : 
e nd 63 pP geen 


ry re oC ree 
(: ' ge POD j ; Pie) 





Mie he] wer) hay’ 





he’ eb a wapat od 
1" (| i ) t ‘ ' io an 
aoa ds wee) cs) 
. 1G , we) fe aut mee ty 
" Nae hss Wry weap 
oe rice Ata iv 
” W( mt poo Wesd Pe sh 
Lit 
.. ; oa. mehta hire oh ae, 
we of | ey ft wey i; ‘ yes) 
et by whsd pee) 


BOA Phare pas iteesaire, prot ablenteces farnules, de re. 
meper, corm neta vance Pexphiyarn, ehacia dles six eng ie 


promos, 
Nous avens vie n? S02 qae Pon pasik cuyisager lia teansformie 
‘ fads . . ’ ’ 
lian ( the jan ena 98 atte Aye sont impairs eb ef pair, comme 
Mat bees 





commpostay die la taistarniation {; : ws Jute aby ah exon 
janis, thavdbe quae fo Ae ate yd sot paiva, lransforana 
tion quicrentee theme dines be ria cy et die Ta transformation 
( 4 ): Oe penta meine envisage he lafornation ("" A) 


thea 1) ai ee est pair, boulis pare, ey ef} sunt taping, comme 


Lo ah 
ro + yt AF . 
compusde the Tic trausfornuation (TOU jai ey Bode, 
asi jsf ‘ 


of CALCD THIVERIN TEL, 
yes sout impaies, tandis ques af east pair, trausformation 


qui renter done dius be es ay ebate he Geanstorniation ( 





de sorte que Poway thes de pas OF non senbenant ba lerninpasi- 
tion de te tansfurdation Ge) donnie an ae 202 VU ne Hefape 


mation qt renters dans becuse, stisje ses Hurdoemnations fe pr), 


vomatin aaesst La ecu pesition 





eons . 
Criaad Choi 


de cette teanaformation Ce) er tine Cranedieinations Ut rendre sans 





aod . . T 
le cas f!, suiyie de La Wansfornittion ( ; }. 
On verrait enxnedemend dhe ta taeda Harrie I sul jerat eV isa 
ger les tausforiaiations (" he Jaleseas ay ay Premieres 


tent das da composition due tuueduruation (' peat nh, 


Boob ayy boa 


verent ditis tes eae 0, 





ey oeboabe ta trans toriuiedtan 





Olservons Piillenes, ae Vesey he naan precoder, yuo 
. rites 
la formule pour os 1) 


Ta foranaile pune yg rods }. Sapprate comme thaws be aes my oen 
VN As 





wbtievt, dani be sas Woo Panhe de 





clanpeant dans Cette deraitee tural Anntlt ent a, ye, 
q ' 


’ . 
devon hy ty bal oy, ' «Dee. tone. 


stoautunanis Perouttant dane abit, Fercpefone eumseaites uae den 


vhoaemmnita 


formulos relatives te eT ey erire 
intadtdintement Ja formal celative FeSPMeLIVetE Hai can He, 
MT Oe oa ane UL 


Hit alae beeen bes Loruurbes vets. 
Uved uty eae 1 et 








+P eNemple, PONE bette bes tres, 

Lis mine raiseunenient appli any diveraes sles SOT EL 
Indiqnées thangs de QU. Ee Pabbevear ative reatnie bea ceoattlees 
eb pemmet cis poser chien fartoaties 4 
(les eas du Tableau (X Nu) a celles (PU Comet tea autres 0, 
Dans los cing premitves lignes an eserit, & esas ea fetter ay dy 
ty dy ay dus expressions qui duiy 


[ME Oued Pant yeobeuna gi 


tt res reloplarer sn repard ale 
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ees expressions eb a edit des nee, at, 384%) 5°, 69, on trouve 
les mmeéras des eas qui vemplacent Pespeclivement ces six ens, 
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200, Lie fammihes relatives da Heandurnvetion fiatiaive che la 
fonelion P62) ponrvaient etaublie exacted de da nda nie 
nites Te Tilda pedoihart sgediqar asd bia 4 la fomeion 
$Ce) qe da faetion Ce). 

Diller, aan Pent puree Hirertenent des formides celatives: i 
la Binctinn pis beetles qui mmcersent he fauction yds) par hi 
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romarqite suivante, qe ans thévelopperons sur le cas 1. Dans la 





formule ; 
ede obit gy ae rat | 
Prete Fe bey, 
Mat hey i 
Matte dad 
changeons sens elle deviant 
v 


dadtaa we gt 
dter / so 
q rn is er Te 
vf Ay na ‘ et , 


Si Pon applique ia premier mentbre de ectte fosnmale da rele 


Hon 
Sys 
- 1 
edd me ' } 
ores 
en supposanly man TOUVe 
bay 


wbodt wera 





Si Von remplice maintenant ay bye dd paw dey hy, hy ee 
qui uous laisse dans le eas Vy an olttiont bes foranules 


wt bat cM 
¥(N is) ' ‘ Wade * qa, 


qui sont bien celles dun? 80), 





Mar vaisonnint de le mdi fagon, avait que at Uo cluanyge 
yb, ey don cntdy oy hy ae et simulbuninent pene etd on pe 
chaque formule relative a he funetion y wombat a ane formal 





relative dda fonction Yama an ae reste pats teujeura chins le 
mdme cas di Table (XX); on vaeounit faetleaien tga Pow 
passe des eus Mya og) o8, Ge aa ene Uy ee de, ay yy 

On olitiont ainsi pour lt fonetion sd (2), diva bei sis eas du Pa 
bleaw (XXq) les formules de tanaformation laetive aivianes : 


hale de bathed big 
" ae) a goa 


etado$ ab edt 
ye 4 eds eee ee 
ob bs very vey 
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ah tee 
4 hho 
vies 
het 
oe fa febt as 
ia r ‘ 
1 
whit 
1 
we Pg Wa 
ed 
wh Bg 
t . 
* 
esd 


hee tadiy 


~a 
<3 


YO8, Nast ceeriveni ed bondi be foruibe: vekdives aay fine 





teats 'y ( 


vl om Aa Loe SS 





Whenes, pone echacune 


Welles, qine orvile Garni, ae Nuadvade ( ‘\. Ottar est am enter 
. n 


impair, ret enaprnadde a Vettlaaetignies mene: arenes Paceasian dy 


reventr bhi Sas) drat ania ala phrer le (oon 


. 


» Nuns 


rappelons whens tine Pape ape ey su great a eitier queloonpue 


ela unites peat, redounte a by plas des 


CXLV 
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7 a) 
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i i 
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207, best a pea pres tautihe che dive que dos dilventes fagans 





donton prrviewt & ees formules donnent aaissance une suite de 


conprrenc 





(mod, 10) entre les nombres abo d, velatives wy 
différents cas du Pablean (NNa). Par exemple, ding be eas a 


a, ene autres congruanees, los suivantos 


a 


(Fale aoe) oo, 1 
(eb ra bey ty i ath uy 
CU oh ed ay cay 
Toad bye din hee eh 
(Leeder torey cde g dyn gy Aca qi, 


Cenk it, 


Filles peuvent dire vtrilides en isting bes abies enters 
i, be, ef suivant lone yeste motile he Quel qiiscunes Heater elton 
se déduisent: Dailleurs does antec: en We disting ant ces ninubees 
entions que suivant leurs pestes maduta ay 

Mav tenant comple, dats chacun dis sty ena da Tablean (XX 4), 
des congress corvespondinties an peat unctive lew fornales de 
teutsformation lindaire des fonctions feats) ot WES) ents plusieurs 
formes dquivalintes A eellen des Tableaws preertebents, Mini, dans 
le eas 3°, an ay pur osemple, 


. bos 


He) Gye 





208, Pour obtenie ley faratiides de traudormidion liaecaice eon 
cornant bi fonetion 4s) dans le ean po Ht Pablo oN NA), haus 
suVPonSs ane indthade moins direrte Ces pietie Ten Danet ies faa) 
bby), 


Rippedows: tout dubord que, dds ee en ene a 


rAR eae 





of Von a pasry peur ubrésar, 
RO Nati Nay i ‘ 


quand nous voudraus mettrs ca dvidenin few nembres ay dyed 
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trons, au Hen deh, 
; (“° iO 
edly 


Observons aussi qien remplacant, din Pdeatite 
. r cad 


dont dépend 2, nous 








d 


7A) £3), 


z puns fo areon pur ' ane! TO EEL 


Sapir abe a ; ea 
i(; on j ia) mrs bow) an ASAD 





fel owned, a yas 
i() rub wnt) ‘ A, OHS 
et, pate suite, 
, fa i onh, bs ft ly 
| a(R antia) (" ajo | 
(4) i : (ued Gh), 


[a(" dune) EER) | 


loversement, si Pon ddemmine une fonelion entidre a eoetti 








dlenheontiers 2 qt veritie cos deans congruences, quel que seit hy 
y ' I 





hombice pate cae, poupyva Woe, Ay ed sotent des onhves: suliae 
feist ais eeniditianes dir eae ety vt ed, onlin, se edduise a zére 
dani be ect, A ed ent bee coe(lieienta de da Qsuisdfiormation 


identique, eeddiative Jorwyios Pon a 


ihest clay que cette finetion % Pores tee prise pase ta tinetion & 
qui vévitie Poplin : 
‘ 
Wry yt), 


Baalfel, tombe teandiemmeaion diaries a peau ede ohtenis on 
fhisant suivee be transfurneitineg Glentipee tun eertain nonthin de 


teausfarmadons de be furme (ec) on (, veel 


200. Nowe commencevines por dléteruiner uae fouetion [be 


go CALCER THECDHEN TIER, 


yO, ey ed qui véritic lox conprmenees (7) suivant de Module ois 
hous tansformercas cusnite cette fonction been ane vutee qui 
lui soit congeie stivant le nadule 16 e4 He verilie les eu. 
geucnees (4) suivant leamoduate 3: cette derniere fonetion pourra 
tee alors prise pour a, ear elle veritiers Tati festeaent les ean. 
gtuenees (4) suivant Le meodube qh, 
Comme les Cormutes de Goamsfienation ites fonetton: wit el 
He) dans teens edu Tableau (NNW 
nba gy 


perp fF ota 
a) 


wiry og ‘ ia, 


doment immddintenent pour Vrapossat tate das toraile the 
transfoemation 


ANTE Eats 
fa valone 


Rete ed be ah at nn Caneh ity, 


il est mated de AC emander sf On peenane poe tl. Vexpressinn 
ed ab [®t a, los COneriteners tab oh verilites sande 
vunt le medule sG, 

Ou le yvait imemtlintonienty dane be eas att le senate patie sa est 
divisible pur 4. Bn remplasant aber: par 
Wis (6), ou ubtiont les pelations 


mand ates Wot adid eg et ee 
" ‘ t i ran 1 7 i by 
(" buh) ih: ) ‘ " ‘ it 


fe bed aby (i ath Phat 4 
oy i 4 haus, 


te abate des hasals. 


etna be 
Si dove on prond pone I, Poypressiin 


AT cs 





i Vom ddsigenns par 


Fay cu qe slevient f, Fersqalian hinge sen 
Tee ty ona Peealiud 


Neds wld hay seth abt], 


De mame, en remp| 


arnt diss les eyatitien O04, War et 
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en désignant par Ly ee que deyient alors L, ona Péralitd 
Bey Ge ee ged wey at pry, 


De ces deax dralitds on déecuit immediatement, puisque ay by ¢ 
sont pairs elt, ed impairs, les rongroenens 


re TI 


ly oh ca Quod 16), 
qui metient bien en evidenced que les conpricnees (4) sont vevi- 
fides, suivant le nodule i, en premat i od, 

Atosi, dans de ea ote a est pair, loule fonction congue a 
td eth beet pia suivant le motile 16, ct seed pour 
aotydeoaty boa cay, pour Ohre prise pour 2, si elle vee 
rifie les conpeiences (a) sttivint Te module 3, 

On en vertides diverses valenrs Grouvees pour Ags Agy yy) ona 
Jus conprienees 


Vesedter by bngadt ayer athe ob yep ata ay (uel if), 
OL, PME NMitesy poutisqpun ee et ef sant imyutirs, 
Localie -Ab oaee Ay (atend, 169. 
Dian aiatre edt on ay alain te Peisalite aed den des cone 


Bris 
Phe Say a Ee tans { 


(eal, &, 
adhe a i) be Cat yee wpe ' 


Wott Pon delat, one naltiptians par encounter pair dr, 


Srey ae file ce 
is a rede tee | (raed. iy, 


Cb wt bale oti aaah Ppa 


Oia chau: iuxsi bes congeners 





Nese Qh ad baad Wee {hese ahe. osdt Quad, 16}, 
Dailhas les ets fanetinns 
(tem ei bied yy Cb Othe mn dy 


SOnL cnegened anivaet he mimdale by eae ellie hear dill@rence ext 


(Fm Oar om LIM tA be (om ecb ad paaed, 
Teel My ome Th ti 
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eb Pun des facteurs A vey ody Zest udeessiirenusnt divisthle 
, t 
par dy caestiben duit autrement i faudrait que Pou ent ala fois 


ey dlant dgauy dstory an en dltdaieni 
bicattle be Pr or Ty tmaal, ta 
co qui est absurde, 
On aura dene vérilie que, pour a pair, Pune en Bantee des let 
’ WN 
fonetions (0 e) (abe > i), (te ihe ar) peut Ate prise 


ah 


rer 


pour la fonction ( 


): st Pon constate ype ite ae Pantee de 


ces fonctions aatistiit ay cup earices 
ap uady, A fat ) 
A ab sat 
i(" teat, 1) (., ad u | 
ay ho ane Pu, b 
(" ecnaes J ; (" lit eet | 


Ja vérification dee ces dia conmruenced et porticulttrement 


Cuvabe dy 


aiséy, si Pon fit porter he démototration sire (he ehh oat) 


your ht premiéve, sae (ho e)Cadus 2) pane da oueetedes On a 
H ’ um 
ors A élublivdes deny cougrimines, suivant he nelle ay 


(be te nmi tile sonal ads Oh) De 
(how tow 








ane )fubee deo sme ate vip dle eral db oan cu, 
Ou, OH apposink a preuter dd, 


voll Be thd bite ty tbh edt ny 4 " 
Cd Ce Ree Ee eT what td peat 


ov Tes nombres ¢€(t4 1), (toot) aut divinildes pour A pulse 
ve gout des produits de trois nombres entines eonaieutifes ona 
done d dtablic les dinx cougrumees 


vt Abe mre tt) NN om ME tome za ! 


we Cb ms dy mm OCU OMe moe tae | trod. 3. 


Ko vetranchant des diux membres: fa (quantile ad dem, 
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elles preunent la forme 


Hb eV ry 14 
eC ab yet 1} (undo), 
ou 
Ab ey(ads 
ere ‘ . oe { Quad. 1). 
OC eet ory oe J 


Sia est divinthle pir Aan si ed ost divisihte par sy Péenliud 


ad hee moutre que Pona 
they (maul. d), 


Hott Pon vonelat que ope ext alivisible pur 4. Lat veritioation ane 
moneda est done faite. 


S10, Nows nis seamen barns: juiqaeic Heausidever le eas ot 


le nombre pair ext divisible pur py tats a wee PELL ue a seit 





impair et dans ev cas ta démonsteation préelonts est en état, 


z 


comme onde vail eq alinnevant yi alors tes sichatitutions Tey lan 
ehor ' , we crentteat: poos din celles du eas pe die Tas 
HY 
blemn (XN Nad. 
Hhonais reste deine encore a verifier que, peur an tapair, lox 
congrnenices (yal Ter anivant Ie nnatiate #4 lorsque lon prend 
pour) st 





sdivemmeut chat dee deuy PAP esstons 
1b. withet oa, the ett aby, 


Tac demunsteation: eat lit medias que tout Thea, lori: Por 
SAV Tsu Les eonnpreuenseros Cad ssrivint ter nodules 33 it suftit done the 
verifier que Tan a, fraer ae impair, lex spuatre conREMetnes, prides 
toutes (pure suisinnt te niadile ui, 





{hose cod alien cabs oe AB the i bate any ey 
(bet nase EAs need ROW ef GR edie) cane uy 
(he. amit WC anbicg & sade od th ethene, 


(b von Boo ame hs sate 9 Cel wae) Chee abe tie aneun, 





Cette verification wallre anene Hiflieadte si Pea dient comple 
le ln relation gf o. das oe atale ae spur, et che Gant impuirs, & 
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ee pairs, les quatve wanhees et don, gh rle ya 


sont divisihles par 8, 


Q1b, Nows avons atast chomeutee ape die ee adn Tas 


hlew (ANG), uta, ed sont Papate et Aye pats, ana bes relations 


ylry of " yisdoo be fea 


Kn nowi report an Valter dea Eby, dp toate coment 


on peut déconiposer dates bes cing antec eas Le tesiraden Hone en 


. . ' . : . n 
teanslormualians (| 1, Jeter teamterniation. f ° Jotean 
( . ‘ 


sont impairs et fh 4 pies cae Dabsanit ae tle da Carnande pve. 





dente et ded fornintes (XEN atta apie tbe La vedatiosn aed be l 
ote ta paritdes ambien, bye, on pet btente dee Porites 
de transformation linéaire de la foaetian Ato abars bes Hap ates 
cas, 

On awinsd, clan fee ey ta eediation 


yun) oe " ai ny 


qe Pon peat derive, eu tenga eompde be be forum ONLY) et 
Heda velaion ad be 4, 


eo vnedaat ae Pte fos onl 
ylyyoe io t ce f te 4 
Ta congrienee 
Uae ee ee) ianeod, ytty 
est maitieabes, pitiagies Aleit pate et of Tapnie. La eenenes 


Wh weet tye timed, ii) 


qui est munifeste quand od utest pas chyisilde: paw ty purine alors 
ont oat divisille Par af, rvoabte, ousaud aden livieddile jou a, 


de la velation ad be ws qe enteaine des dey cosines 





heed Gaed, 44, ae eater) 


Dang In ens 9") he formule ale Wattormation dita function 
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(a) se présente done sous la forme tet simple 


(hey thed oat 
Zuo ta 





quiiest toute semblable & Pune des deus velations da eas 1. 


Dans be oa O°, ane iomecdiaement 
y 


tervditad by fel ifabad oy 


yar " yoo 8 " ean 


Dans le eat 4°, les ealeuhs sont lont anssi siples, st lon pase: 





dieas 6? an eas (a Pinde du Pablean dau” S04. Onabtient ainsi 


la welation 
ter tatetedaf at fidibe ony duttdandhs ot, 


giv) 8 fou Y u 





Mn tent compte des dens cong riences 
poe ey 


re 
Hier ey . | Cun, pon ULOGY 
els eet an caf 
Cay 


qi résnltent iunitliletert ele ee qe: diane te eas 4") dest pair, 
A imputiny et cle ee aque Pane ad dea eette relation peul 


tes 
siéoyine 
dette dp tatefe ay 


wer fo ES) 


top age 
Wor) 


202, On ponreatt bondine déduive dlediverses manidees, aide 
da ‘Toblewo dao G04, lee fortiohes dee dinsfiaanation lindiire, 
tolabives ais eas ker Odes facncalin Abdhtivs dank les cag ea, 
AsO Mais on acvive pees rapideaeut sear resutiatile da raaniere 
sHivinites t 

Dine Ta formate rehttive can eases nites, o,f xen dpaies et b 
juin, he aavedy 





cea 


ine) oe Le 


f 
changoony Peel * Pee LD 
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appliquans eustite ta farnuale 


en prenind 
boat 


Ja velation preatdente devjenatya 


boas foo 
7 
al Baht : 


elle ele tanjoura lave be Pipa, haus Tube ey hs, 


ey bam ad, yO es aie sateen 


SE cette fomle penton hae be aa Ay Jatisqine ey et wt tie 
putirs, 4 pain, 


Kav raisontant she Fe netnae auanieae vue da tabasale pelative an 
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ant ry an ont Cieyey ey, shat Cae vey +4) 


sont done des fonctions cationmeties et inéaires de la tanetion prc 
ef Pon a en partientier 
eh wy 
(UXVIt) pee ; 
wile yey nn) 
WA Boo verhe de be délidtion adie sles Tanetions sire ena, 


dig, oun 
eae oy rine in daa ot, 


ef par sue 
co t, eae 0, th oa 
Ow peut thoawe betiai on (ae, 2 ease lane Couedion Hhivednue 


thew qi Toribe jonny te dlondt ba lenny Junie wa esl 





jrositive et yp verti: Pegs tien hte reutioth: 


dat 
(nd saw trate AMET 


One verra pls hard speeey ES prosgueiie ny, uated au ac dunue é&, 
jb estate une forte dnisagis once, A util cette dapualion 
Hiteentielle ef attain cay comalitinne paves Mleubes: puis sles 


qptenatitels yy, tty beat be rapped or a "et dobar, fe 
oy 


torlfivient dae fla ee rapped eben peed, tellea entin ye, ee 





CONSETT iver eee spain leu fioaeticand of, he Ten 
yorbdlisnns poo Pes yuiastiene Milferentiolb: oil padristaient 


say A 
veclle quid bind die ne ete Pi paation 


H 


pity bb 
wad ‘ 





MUS. Gav cenaceit tea waberers abe a8, Beatty Saal pense de btys 
Mero tgy Ho tet FL Pond att ee pie bey erieant ees Tanudtienes spac 
Di mrggiaenti re abe ety beg, ft) LE eat rbeerae cae! Wade des valeurs 
des foneliins sate, eae, shady ponte fee cabs be fying a 
WE a ye Ra Phe ot Es pollen des teamentl 


qqured ani sereggrmecnntes az abe [ane eat the Voatyecdle rare quate. 
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Il convient, pour nots rapprochey cneore ces Holations de 
Jaeobi, de poser 
x (Cr) me ok, 
(UXX) 


(a) tayyley em TWS 


(LXX1) ep KOO ope, 





de sorte que Ton peutenvistper Kook Ko comme etant des fone 


tions des; on voit WPaitlears, sar ces formule, que da partic riedle 
ie v : oe ’ 

du Puppark eco fant Toa poes postive et tpite Poua 
K t 4 


he 


(LXXI5) yee OK, 
Nows wemploierons pas de notition speciale pour 
male, ory (CW fist 


. . , , wee 
Ohservous de STL ite, si any at ‘ sant recbi ot posititiy ona 


K: f he ke he 
Ay Me ete a ae Se 





oa donnant aus padicnns fe sem ae tinattiqiie, 


BOG, Avant Vdavive le Tablew qui dane tes values ale an, 
oni, dui pour les valiurs K, PRY BK I, ait les fornies que 
prennent ces fonettons quand ony wanplace ie par je Ra 
eR be qs A mba, an Par bak loath 
remarqaaies (ae les fonetions SH, Cd live peuvent ote definies 
an moyen dos fonctions 5 it SUH, pony dela, dese He pearler ax 


formules (XXXI Win), 





5 u Py pu 
a (i. qa Taf ae 
BH a ge stay yn tg TE yet 
To) Tergto) 


LES QUOTIENTS DER FONCTIONS Sor lst PoNcriuns &%, TRS 


qui donment bomediitenent 


: “ 
atop tl rng yfey w) 
yon, “ ) 
“a 
ey 
“he ( “ 


Taya rea ry 


Be Atay ey ey 





ena uw 
aban, ; 
a "ty 
Orn cr ro 
“ 
som 
Tom weary 
ha, ' 
Hleb ey a 


etogy yoy 


WE, CU Se npr hend ays fornuthee GNANVE,. NNXVER 
LXNT a), 


(ty nea oa 


(LX) Per eu L hay 
_ aoa mn) 
fy 
tia 
cen rs he, 
. 8 
haf wn) 


SOT. Cr feraibes edict ea vider re dart qi des pales des 


Cratetioas casa, eres, obate, api enh deans camipilies, satel Lies 2 pes the 


‘ yore f Ye : , 
fin Coretta GO pe etek cedtye bree prattats 
oh 
fob rahe sath’, 


ai OL dea tombe ender) oar vert de uci igue des atris 
the ti (ry die sent reaper tivendad renga rena uambyres a KR, 
Kot Caenfades ab, fbi. Elles oat Hallarn psd prApres 
pte be pretties betaine: atone be Pidstean abe trarmittes que 
ACGME vin, ef epel tesaltent abira dea farms (NN ALV ): 
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on purvient ainsi aus résultats suivants : 


( sunt a ay sult A), 
(UXXU) Vere oad 4 ence Aa, 
{ dn( nh) ica, 24, 
{ aN (dead) suit, 
(UXXT) ‘enced why emit, 
{ dda ak) thea. 
| Tce MH, 
(LXNU) ON Lat) enn, 
Lwin aN dna, 
{ sUttt aN Gary wat, 
(UNNI a Cee ene, 
Luca ie ar aa whine, 
wee 
sata Ny ’ 
ine 
oy . , nite 
(UXNIL) endiere Wy 4 tna 
date hi oa ty 
thee 
sud ’Ky FoF 
| : kota’ 
(LXNU,3 Mee EK) , tne 
Aue 
bin PAKS one, 
ae! 
mer Kathy! tna 
‘cue 
(IXNI;) ent KRY if ' 
Aone 
Oy CY 
rue 


Thvesalte daa MMe see, ened, ili sent cles Fonetions detalii 
meul  pévindiques adinettant Cote printer pariniitives lex 
noulives 4K, adh AW, aK, bog ay 4a ke vospectivement, 
Les carved 
aK, we 





silo cus linetions Admeuent comme periadas priunitives 





Les QUOTIINTS TER FONG TIONS 7b EH Faxerians © ish 


ae 





BOK. Mn posaat a codans les formate préeddentes, ona 


tmmddiatement 


sho 4, ~oh ot, onthe en 1 . anthony 
A . 
empty enka, rig dee cy mp ene 4, 
dion, abn 48, Mach rR ony nih! x, 
saat 4“, cupely fae uw onan! a, 
enaly h ruiol oosrh'> 1, ener! 1, 
dln ds 1, stacady 2 ceedy ' dah! i, 


Cees Cormites aeulrent aiamediahenad ques clas be parallela- 
armuiae priaiit my phy wel’, HIN GPE, bes veran de da fone 


Hon sand vento eI et gis ae poles vont gh cel | ARG ees 








wero id Ces pdless wands uplos, CoG ed ani car evtbeaee: sane 





fa fit la Pidddleai ale focicbes, ont Maas ac uaete: Tes valeurs de da 
foetion sade, Ag any poruts dent Vatlise aust ae ot atk, 


Tr a ee i) 
n Cnn ee) } 


formed dab Pabeandle tartanles aidttent de nsene en evi 





tleaee dew dei geeas et bee dears puedes, fanaa otinpshes, des fone 


finns ena, dave tine. bear. prsiers pacallharcammes (op, 


HUQ, Dew formabes Vadddithen oesadtcnt Tomdiiateneiut des 





formes Challies yeee tes Ditties Go Nvdts ene contenders le 


les derive: 





opti ding stand dna 
Te . , 
a Act ge opp tae 
a eye cit cate aber ce cand sling 
CEXNUG © Cty piu 2 aes . . 1 
eee Brees ae 
pbyere stuns AD sande abet ottet ated 


beg te sae . 


a AD cutee sata 


(1) Pattee. fda Tada te fariandes se ngqeate a be bewetion pia ttasc,)s 
ele et ear evedeaisn de fait yee Da siete des dae gegen de erthe fide leat ab 





Hite ata be pa dl bogt asian prea oe ne, a 
Wwe We pert crak vin pode: deedtitie de godt teaaedaeds 


A thay ot 


186 CALCUL OIF VRUENTIEL, 


ste sta 


Ch) sn(eeteey sade ae) 


te ATs ea sates 


ewta  dnteesnta 





(UXXIV) @ (2) ena teatyen(iae a) 


( "sautee site 
; data Atente ana 
eetydu(ae te) . 


(3) dae 


bo Aton ee stn 


aoanaeene clive 


(A) sued vost ay 


a 
be A eter 


wsnecoutling 


Ch) suet) wmfae set) 


VAT see tee 


wen ee eee 


(OH) en(ara) penta a) 


ein 1 Atontipeavter’ 
Xd ‘ 

sureties sue almer 
Cente by cent) 1 Ata See wnrteg 


edu cline 


CH) dada cteedr dnd oy 1 Pateata 





. ATi ria see one 
Vy) day ey eadu( oa) yo Banta 

810. Constdérons, par exemple, la formule (bX NUT, 5: ls i 
mier membre ext nul sida quantile ser est nade an iudinie, es 


dedire si Pon a 
eT 


on désignimnt par geet! des eutiers quolcoryues, ou si Vian 
quinlités ona, da est nulle, 





bededive ai Pon a 
tesa bay ya eh 


Ge premiae nienubrs ailleurs ue peat Otee nd pee dines | 
ou Pautee de ees cas. 
On conelnt de tit que cartes les solutions cle Peéqaution 


an wn 
sont doundes par os formules 


Be be pa Ree 
We met Chat bay B ep aM iS 


On trouve de mane fque tontes lex salutious ele Vetquation 


ott Cae ba] Bd 





Lie QEO ENTS bles FO Sob tts Posed io 189 
sont domucdes par tes ferniule 
a Doe gat paddy 
. Toe yee Ba Cpa ye, 


et de bouts Jew solutions de Paquation 
ina thas 
sant danmeées par lo toeniuab: 


w aoe hat A 





Vn partivalive, Jes codtitiegps dies opiates 


awe 1, Pres viet a, ie hy 





ond dpithec deus a deas, 


ai. Suppovaie toy et ; reed ee yeeatifs, Sa Pon se reporte 
ay farailes qarletinteont Aer AS vee coppedant cae TEL ane 


yes iy ret oni mantoe terpatit Tanebas ype yey Maye thy 


meh dee neta baies peed , oe yet nur Aoet A oat postits, 





plies Jretily fren ns Wet hk! eaprinits wae denver abe 24, pac lew 


Fevaretelses 
{ ade 
h » 
aren oa rhud Atidy 
' a ate 
q | ‘ 
ron thas A aS 


sunt otebs ob pocatils, 


Sie vst ana vaatadebe gcedbe, Tro beamantess spur bsanedl aia, 
teat, ultvad, coun: deat ole pedals: eh TS teatyrat ape bes tore 
Wiis unig oetele, i ae porte aupus medi eR, aii thes 
Uiepivvhes nae Jot changer de sijgie oles Garebaee Hecad done 
leuajuitrs Hvroe de arutna: beans Souter cant de aed a, cntee deavedl cle 
Pa dyalng dey a A Ho easavieat abe sehuapaey epee ba feeding 
da, quite Wainib: ete dhe iudinie poor avenue valeur 
rattle dea rete jeritie pon Baates bee sibates reelles cht a. 


De sueie, quand acdtdbe Ra, bes derives ie peaent encore 
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changer de sigue; sna décrott te cdo, en y deeroitile aa oy 
dna croilde Aaa, 
Mosuite des formutes rebitives a Padlition Heal monteent 


comical les choses se passent dais Pin tervalle (ek, phd, 


, . . . 1 . . 
AVA. Lorsae we fat ont VECO Gintananee, SC ra) eat 
AER. Lopsay | ' pen) 
dane fonelionrecelle dae ais qe ene et aha (4 hes dlrigdes 
pur rapport aoa! de ees fonelions seat repeelivement 


ae . ! ' Pan Ua, Hat ie) 
vaca ydn(cia'), ponua pede trey, ; Atocie ewe ee’y: 


elles ne changent pas de signe quand eb evaitade a 4 Ko chan eed 

. 1 : . o 

dileryalle concen’), en(iay el cbc y ae penvent prendre que 
t 

des valetes prostiives PUisqie ees Conetions sant positives. pour 


. 1 . 
Wocaveb ne pevventehaper de MUU, a Vee cbaunnge fue su(7u') 


erotik dead joy et een (a yet vevatsent ite pis an. 
. . thy eee 
Waillenes, quund a! tend vers Ky le qitiont Oban vers A, 
woh tte) 
. + Aeon dy'y , slit’) 
pusqne SOM upd oy teal vers Aetier ‘pute .orrsbe 
t smi tie y weed ate’) 


récl ot positif, 
tu! 


‘ choy oe ud } . tong . 
Lorsque wcroth de Ko As KM, potential dugen ) erois 


sok dae end uy Pel Ob renpentiveuiund, 


SUS. Mafia be Carne 


Sud fA) canter bey tne ln , 
olteael b sont Sieppastes reds cb oady le Usuoneinateny dit seca 
tietuhre est Pr conmdquent del, nmintee que onde § AL ae peal 
Mtre rdel que st é estan anltiple de Wa sia ed an rouble 
impair de KA SEA eat Mn anabtipdes patie de Kye ltt, be hactene 
sa(O0) ext analy si dest an Waltiphs tapiie de WS ty he) qui 
figure au dénominnteur ek imtint et de cseund tenths vst par 
core aul; sienfin west an multiple impale Ry eu edt al. 
Vuilers, claus ens iN eretds cas, nn (a 








GAP pet veel Bay poate 
calier, an-voit He sia eat ved quand be pornteva on Higa dlvuite 
deat hyde Kak A de Kp KR aK, 


De patna a deerit 
dors trois edies ang reeling; 


fete de Pritt cst sage avait 


Les QPOUIEE RES Poste Fone bes PoNertoNs &, r8y 
oot rosy 
den dir; pou Ie cated be ad qo pee Te trodsitane ate | 


Ending cdma eet rdeb et peediit des Tovmuhes die STO stonnent 





totes des vaterrs de ae ens SEP Pee apie ce nna roprroente pur 
Tan des prot the ba depase Datei peeeddentes 

Denti por hee salen rtedles ot uaciatices ile deuce et le 
qualities ened pateedhart vevtaanide, 

Ta autees fanetions cai, there ulonaercdont fen a des ahser 
vations analapies qi te beeteae waar aieune petae a fain de 


hitenie, 


SU. ba Pediat Sar beans TPO ED SUE OnE ELS iy teats par 
Jlusieues pornetirs 5 elles ar preornten) coon’ sams dlandees 
frovrnes apa fae Pent eb a ade erabbe, 


Come Va fab obeacer Weaneeher dha aes Cons et thugs 





plist bees Meniaten Ua fee tien stedbenend periodiqne 


Type tay 


syie od 


wintvedar Pte uel fares yoebpose questins Taprartantes 
WAritastapis et ol Vaden, 
Kroteehker ab stay po fiometean Hiptigen PE, We fegecticas abe 


lon wavtabdes web a, 


AX Vie bee ee 


fgiae cry 


Mav legos vntpbobetiab oo SAN EEL aati SEs ANNVEL 
BI weep i edb: bags tress ot bree an) Top dean desalted pers 


igure gees Peden pb de Grates, pou bes bedatiates 


(ENNVGG Life, | or tehey tp beytaaial, 
jit. po peru Tine, fo, 
: 
CLNSNYS4 
{ nied te ds ‘4 
Vi 


Vaoie beee sibs pou badivaies ns, 
i 
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ATmmiddintement 


ho eee 
ee 
fos deuy relations 


ni (° Lanebne ‘) Ft a ney 
te . . 
“o 


(UXXY,) 








” A ae ad 
ey i 1 pus 
i We ae rye dey 4 ‘) 


yf 8 8 n(v i ») mee) ' 
Ml (f a ) 4, (+ ; ‘) ae ni(% ‘y 


ott, asont deux entiers quelconques, se ddduisent sans peine 
des formnutes (XXXIV). Ba SApposunt oe paieet en reuiplagant e, 
My TWP ay ay at, on oblient les relations 


Ci) EM a eye) Kir s), 
(LXX¥) | 


(4) I (es i ) ey sy 


dont la promiéve met bien en fvtdinee la double peviodieité deli 
fonetion Kh, 
Kir remplagant sn(ay de) par sa valear 


I i“ y 
o REO. FP, 
ve (ii :) 


on peut mettre le relation 


dua vi 
. s (I 


enrealiae: 
de 


OMT At antay 


sous In forma 


, (We), 
ene dinars». i 


VER an een \/ I - ile (3) t an («. ), 


Mes QUOTES ES DES FONCTIONG 7 OEP GES boONCrTINS 9, 19l 


att Pou a past (os aver decal 
(LXXV:) eh: 


Ja formuite iad ton de da Bonetions cllipligque Et fe, ‘) wen 


nent be trots fonetions 





edit facilement sstue a ed 


. B(e ' Za oe es Ces 





Cities 


(INN a) 


UH. Ra termina re pouugraphe, tliqacas, reldivement iar 
foneticns 23, LM aatheee eotat iene POA he Itateriqin, 
qui su natveddh commabes, eb deut mente angers 4 fare Us, 

Bae coneer att ion tanto et be odaitivitioa dinnie par 


les farmiles CLN NE, b. pusone 


ies Hee taf , ode 


(LXNVE 
sie yee ral th } 
sae ys af al 


Lis fatten ery cite bi ofes praia ties simp iat 
moyoles douetinns He Phy By, Byed die oatine angie 
head a, Obese 





6 Hees 
bat ane . 
\ Ve rly ts 
(LXSVEA Dyn ous ie 
vi 
| ws Myra 





ita 


Tew fanetions Ha, Hie Hata, aid privet des prin 





(tp omren bd poi 
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pristés sniviuntes, qieon déduit inmadadiatement des formule 
(XXXIV) 


Tee trade Cove diied, 





(LNNVIt,) | ce tony Otay, 
MWiCey eal ¢ We Ticed, 
[ier wa) yeas 
Tee tare let) 6 oe Ney, 
jor mW) an Eee 
(LXNVIy) EUGe bemiB Ay Gr, 
Oper yt nai Niner), 
tier ha Wyte, 
7 ve py ded, 
(UANVIL) byte wa Mies, 
SO Ge RY thar; 
i UC bet) PUG, 
\ One pans AUT, 
(UXNVIE) a Uy dey Bega, 
[ ree eW Wert, 
RW as 


Woah wrk, 
ay dint an eatin Yaelvanque, 


BEG. Base reporhint ax Cornus (ANNUL 3, on a iniite. 
dietonent, en templacant la lettre qe pur Fi terres vy 


. w Weep Weary 
() (4, .) hoUN as 


. ‘ . 
ue vey on, Weed 
Hey 


. f ck Gye Oory 
4) Uy MM iy ay 
( ee ) KOE theory! 


(UXXVHD 


ae / CHG) 
h Wie) 


Nous posorons anssi 
(LXXI8,) BUry oe BEd 


HS QVOUE Ds DPS TONE LTS o 1 ab tes VONeTIOAS Ey ind 


Onn alors timadiateaiend be rehatiais 
FLNNING) a 


PENNING) “ia rths Fras h’ 


WT. Chet ied qed TTT | peabeely Pes phiquer ta dillavaiee 


rate des qoatabbarns pte wnat aebaptons et vedlion aly M. Hevatite. 


Dons ba pbupart hes Meats de Vitietre et en partion 


Hien, thane cen Crees eentorraphes ede ha Pacultd ides Srtences, 





Kot Wolistpaendt Heo apantites aptede op paces weve ties academia 


vee que li pectic eelbs shy Voapeprent oath ponntives i prose 


ahi (5 





‘ 
bo, 
+ . : dag 
Weer ond pan pow a 
ots th rh 
j : . : bay 
ier vaya Cte ee 
u ! b : h é in 
i i : ite Y a ao Soya 
Wey Ve A ‘ ity ve rh 
th fe Por begs re Pork ase . Nap aap ' ‘ 
‘ hy ‘ hy h 


Lass nates Ret Ne MO Tauate Phat spuelosnupnes, na 
petty Wad 





Hapenseiiat, bes aderditer aie teddy ape poate des 


fey 


SMe ue by et Pi abate cette csttaratiens, lew Veonsetaeines 
5 ‘ i + 


Wed, He Tie, yee aye Be Vaan apts hea chen AE, Plea 


Inili, avert Og CTT 








cae Mee md 
Wye ys . mys i 
aad — 
ML Ubwinite peor esniie 
t Wass BOW ys + Mies 
sna ! : rae FE Moree Wer ya EE, 
yh Mies ve Mae ters 


Teer M.-. at it 
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les fonctions qu'il ddésigue par cane, ene, die sont done 
telles qi nous designous respechivement parson (ve view ey), 
ena ver eal duly yh Ma surplus, pour M, Hermite, 


ne . . . 
adinet pour Himite, quand a tant vers oy da quail’ qu'il 
' 


Utsteme par, fUwOT 
vias $0 yen) 


VE POP ay 2 et vers 


SER, Ueiat et Hearpiet erplotent les notations 
heey worl tay 


avec Teseas qae Me Ueensite daa aay symtholes sie, emu dias, 
Leurs notations stleatifient avee celles Qe es COTS SEVIS, on 
Supposaul qie hessipuantites qe ids destecnent feria, ened coddis 


que Haus idsipnons [MIP to, tay eben pupsaned 


tee oly, rye 
[Ged rity ley cay ed 


very odnlyey eed 
ST Si, au die de libeer len radios Ry NS ddétermindes, 
on suppose Ket Kf ildfinies comme foactions dhe la yarialle 4 par 
los deus integrals 


a . a : 
h | da W | ify , 


Ay Wie set AEE rath Ae 





ai on pase ensuite 


et si Pou enter alars pa dior), Ar, WG AG, les quatre 
fonetions délinies pin des relatinis 


\ 


) . Vy iu , W 


Wor) By 





pg be ao . be eRe 
AGe) (4) beware ho tye eee 
Wey t how mn ee a Meth dasa 

ir) a(K) avy HH a Vytorin ah oboe 
By Gey es 3 (3. tty eon Ee sebeun LEE, 
1 Ge) WK Corry con nt Aa ee 


LES QUOTIENTS MES PONG TIONS GEE DRY ruNcrions 4, ty) 


ees quater fonctions sont predoiatinent celles ie Facohi (). Le 


lecteur verva plus tard, apre 





averr ctadis fe probleme de Vinyer. 
sion, que le seis que nets avons attache an avmbutes HCr), 
(0), Ty Cr Gee BER, seats wttel nous nous allacherons 
dans dodt ee quit anivea, oat Wlentique iecelit de diaeahi, 





Ut Traniforintion Hadaive doa fonettous oHiptiques, 


B20. Si Von stppaee wy et Oy bes aay, my par les formatles 
tr tbr fron, fy vray eta, 


atterty fy ey ef peut les entire bes per berchinen ad be t, los 


tay) Sexpriecnt tommrdiatess 








fometions Byte yay, is 
ment wuommeayen des doaetion 2 ci ltay. iy fry hte [ens any), 


. uot 
ata By f 





Hen crsmeane a, " lew treaty monies toa, 
Wing dines a ordre tprcleunaie, Keportons ans, en effet, an 
Tabblo (XN Nya ee 


vilouridde cy by ed, des eatenrs les ative 2, Wow deli que Pon 





ables perauvtiva de determiner, suivant lex 





ail (ANG) 
Fete ley aya PiU ay ray, 
Pyldt lig, tty pF ee Fangs anya, 
Vglae bday, thy PAG bay may 
CUP th Fy ag tay, 


etaboeat eleir tpe bes dates Dawtinaes 2 fares aven leg thea. 
periods ty He ie were wutres, shape leur aneseeble, que bes 
douse Pata: 2 fatneies ager Gy iy amie des adives des une 
linn épaber jee arvont pore be uated, aval shan decease ala Bae 


hha (NNO. 





S2b. Li codetination sla vege dhe pr dusben Spuivalentes ad’ 
forte un pen plone proltaulenaid les fenelions wud, end dna, a 
tues dt Baetene yey ey spades ne ianiat cette sidestitarionn. 

Hepeenana bee atatinaes dae INT, Westin ened par 





(1) Companies te bays et yate a a whi Meta, a Ty po get 4, oa Pon 


Frarve poor ta preuntre (oie tea ownahetes et TE 
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ff des quantités A(v), Aor), tly sorte que Von ait 


Vip one Ou tay 


nt 
eg ie Hie EE 
(UXXX) ) . 
. 1 a ee toga wa 
(aye 1 ope EE 


Posous anssi 
(Co bauer ny 


XXX 
i Me ayy oy 


On sait, dau chacmn des six eas du Pabloan (NN exprimer 
(fey hy a mayen de yey ere yey ey, Ve oes oon pourra 
done espriner Let Lan moyen be I A, AN Le Pabstecns (NLVIE) 
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